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Пусть {Xn}∞0 – возвратная цепь Маркова, заданная на целочисленной
решетке. Обозначим через pjk вероятность перехода из точки i в точку k

за один шаг. Пусть p(n)jk – вероятность перехода из i в k за nшагов. Фикси-
руем начальное состояние цепи, например, 1. Положим pn = p

(n)
11 . Пусть

qn – вероятность того, что 1 появится в первый раз в момент времени n.
Задача заключается в том, чтобы выразить {qn} через {pn}.

Нетрудно видеть, что

pn =
n−1∑
k=1

qkpn−k + qn.

Отсюда
∞∑
n=1

pnz
n =

∞∑
n=1

n−1∑
k=1

qkpn−kz
n +

∞∑
n=1

qnz
n.

Меняя порядок суммирования, имеем

∞∑
n=1

n−1∑
k=1

qkpn−kz
n =

∞∑
k=1

∞∑
n=k+1

qkpn−kz
n =

∞∑
k=1

qkz
k
∞∑
j=1

pjz
j.

Таким образом,
∞∑
n=1

pnz
n =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

qkz
k +

∞∑
k=1

qkz
k.
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Отсюда
∞∑
n=1

pnz
n
(
1−

∞∑
k=1

qkz
k
)
=

∞∑
k=1

qkz
k.

Деля обе части этого равенства на 1−
∞∑
k=1

qkz
k, получаем

∞∑
n=1

pnz
n =

∞∑
k=1

qkz
k/
(
1−

∞∑
k=1

qkz
k
)
. (1)

Обращая это равенство, находим
∞∑
k=1

qkz
k =

∑∞
n=1 pnz

n∑∞
n=1 pnz

n + 1
. (2)

В книге В. Феллера [1] выводится формула
∞∑
n=1

pnz
n + 1 =

1

1−
∑∞

k=1 qkz
k

(см. [1, гл. XII, 3]). Отсюда
∞∑
k=1

qkz
k = 1− 1

1 +
∑∞

n=1 pnz
n
=

∑∞
n=1 pnz

n∑∞
n=1 pnz

n + 1
.

Таким образом, используя формулу Феллера, мы получили формулу (2).

Положим f(z) =
∞∑
n=1

pnz
n. Очевидно,

f(z)

f(z) + 1
=

∞∑
m=1

(−1)m+1fm(z). (3)

Нетрудно видеть, что

fm(z) =
∑

pk1pk2 · · · pkm zk1+k2···km,

где каждое из ki принимает все целочисленные значения от 1 до ∞.
Представим fm(z) в виде

fm(z) =
∞∑
l=m

∑
pk1pk2 · · · pkm zl, (4)

где
∑

pk1pk2 · · · pkm берется по k1, k2, · · · , km таким, что k1 + k2 + · · ·+ km = l.
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Обозначим
∑

pk1pk2 · · · pkm через
∑

1. Если m = 1, l = k, то
∑

1 = pk.
Если m > 1, то необходимо l > 1. Заметим, что km ≤ l. Подставляя в (3)
представление (4), получаем

f(z)

f(z) + 1
=

∞∑
m=1

(−1)m+1
∑
l≥m

∑
pk1pk2 · · · pkm zl

=
∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

(−1)m+1
∑

pk1pk2 · · · pkm zl. (5)

Мы изменили в (5) порядок суммирования согласно формуле
∞∑

m=1

∑
l≥m

=
∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

.

Из (2) и преобразованной формулы (5) следует, что
∞∑
k=1

qkz
k =

∞∑
l=1

∑
1≤m≤l

(−1)m+1
∑

pk1pk2 · · · pkm zl.
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