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����������)� ������ ����� �� ",#$ "�	#$ "�-#$ "�#$ ��� "	#' *� �������� ����������
��������� ./����0� ���������� �� ��� ��������' .�������($ ���������� ���� ��! ���
����������'

1  ���� ��������� �� ������  ���$ �� �� �������� �� ����� ��� n���( 
�������� �� �����
���� �(���� ��� n>1$ �� �!� ����( �������� �(�����' 1 �����( F �� ������ "������
�#������$�%�� �� �� �� �� ��� �( �  ���� ��� �� �2����$ ��� ��� ��������� ��  ����' 
��
�����!��� ��������� ��� ����3 &'(σ) �� ��� ��� �� ��� �������� �� ��������� σ$ &'n(σ)
�� ��� ��� �� ��� �������� �� ��������� σ !��� n ���� )�������� x0,x1, ...,xn−1$ ('(σ)
�� ��� ��� �� ��� ��������� 4�'�'$ ������ ��������5 �� ��������� σ' �� ��� !���$ !� ���
�  ���� ���� ��������� σ$ ��� �������� �  2�� ./���� ��������� Φi$ i∈N$ �� ��� ���
('(σ)' 
�� ��� �� ��� ./���� ������� �� �������� ���� � ��� Σ⊆('(σ) �� �������
�( Nom(Σ)' *� ��� �������� P(A) ��� ��� 
�!������ �� A$ ��� |A| �� Card(A) ���
����������( �� ��� ��� A' 
�� ��� �� ���  ���� ��
��� α �� ��� ���� α= 〈α0,α1, . . .,αn〉$
αi∈{0,1}$ �� ������� �( 2<ω' 
�� ��
�( ��
�� �� ������� �( ∅' 
�� ���������
()*�+��) ��+�# �� �  ���� ��
�� �� ����� ��� ���� �� ��� ���� ε= 〈ε0,ε1, . . .,εn−1〉$
εi∈{0,1}$ �� ��� ������ Nom(ε) =2n+ε02

n−1+ε12
n−2+ . . .+εn−1−1' *� �����

!���� ������( 〈ε〉 ������� �� Nom(ε)'

1 ��������� ��  ���� �����M �������� !��� � ���������� ν :N
onto−−−→|M| �� ������

� ���� ���+ ��+�� ��� �� ������� �( (M,ν)' *� ������ �( Mν ��� ����� ��������
�( ��������� ��������� �� M �� σ′=σ∪{ci | i∈N} �� ���� � !�( ���� ���� ��!
�������� ci �� �����
����� �( ν(n) �� |M|' 1 ��������� ����� (M,ν) �� ���� �� ��
���!� ����,� �� ��� ������ ������� -.(Mν) �� ���
������$ ��� (M,ν) �� !� ��/��
���!� ����,� �� ��� �����( Th(Mν) �� ���������' 
!� ��������� ������ (N,ν) ���
(M,υ) ��� ���� �� �� �������%�� �!��� ����$ ������� (N,ν)∼=(M,υ)$ �� ����� �� ��
������
���� μ ���!��� N ��� M$ ��� �!� ���
������ ��������� f(x) ��� g(x)$
���� ���� ��� �����!��� ������� �� ���������)�3

�� � 
������� !�($ !� ���� !���� N∼=M �� �������� ���� �������� ������ N ��� M
4!������ �����������5 ��� ������
���'

*� �������� +������ �������� �� ��� ��������� σBA ={∪,∩,−,0,1}' ��� B ��
� +������ �������$ ��� a∈B' +( B[a]$ !� ������ ��� ����������� �� ��� +������
������� B �� ��� ��� �� ��� ����������� �� ��� ������� a �������� ���� 1=a ��� −x
�� �� ��� �� a�x �� B[a]' �� b �� �� ������� �� � +������ ������� ��� α∈{0,1}$ ����
bα ����� b ��� α=1 ��� −b ��� α=0' ��������($ �� Φ �� � ������� ��� α∈{0,1}$
���� Φα ����� Φ ��� α=1 ��� �Φ ��� α=0'

��� T �� � �����( �� ��������� σ' 6� ��� ��� �� ��������� ('(σ)$ �� �7��)������
�������� ∼T �� �� ��� �( ��� ���� Φ∼T Ψ⇔T � (Φ↔Ψ)' 
�� ������� ��������)�� ∨$
& $ ��� � �������� +������ �
�������� ∪$ ∩$ ��� − �� ��� 7������� ��� ('(σ)/∼T 8
6�� ��� �����( ����� ����$ ����� �
�������� ��� !������ ��� �� ��� ∼T ��������'

�����($ !� ������ �� ������� �� ��� ����

L(T )=
(
('(σ)/∼T ; ∪,∩,−,0,1),

����$ �� ����$ �� � +������ �������' �� �� ������ ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% � �� ���
�����( T 8 ���������)��($ �� �� ������ ��� 3������ !������� ��/�% � �� T $ ��' "�#' +(
L(T )$ !� ������ ��� 
���������������� ������� L(T ) ���������� �������� !��� �



����� ������ �� ������	� ���������� ��	� ω��	���� 	������� �

./���� ��������� γ8 ������($ ��� �����
� �� � ���
������ ������
���� �� �

�������
�� ���� ��9����' 1 ������� ������������ !��� ���
��� �� �������� !��� n ���� )��������
��)�� � �� ������ �� ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% � Ln(T ) �� �����( T ���� n 4 ��
,� ��%��!$ n<ω' ���� �������� ��� ����� ���������� �� ��� ���� !��� ��� �����( T
�� ���
����'

:����!��� ;�����$ !� ��� ��� �������� Wn ��� n�� ���
�����( ���������� ���
�� <���0� ��������� �� ��� �����( �� ��� �'�' ����$ "�	$ ���' -'&#' =����)��$ W t

n �� �
 ���� 
��� �� ��� ��� Wn ���� ��� �� ���
���� �� t ���
�' :����������$ !� ������
�( WX

n ��� ���
�����( ���������� ��� !��� �'�' ����2 n ������)� �� ���
��������(
!��� �� ������ X⊆N$ "�	$ ���' >'�#'

*� ��)� �� �2��
�� �� � ���
���� ��� �� ��� ��������( ����� Π1
1'


����  �!� 0�� � �! � �������%�� !������� (Li,νi)� i<ω� �4 ���!� ����,� ����� 
� +� ��/! !��� ����

W=
{
n | Ln �! � ����2� +� �+ !��

}
(0.1)

�! �� m2�������� �� ��� ���!! Π1
1 !��'

������ ��� � ������������ �� ">$ 
' 		#' �

�' �����	
 	�����	
 ���� ��	

�
 �� ����	�����


��� Ξ �� � ����� �� � ��������($ ��' Σ0
n$Δ

0
n$ Π

0
n$ Σ

1
n$ �� Π

1
n !��� 0<n<ω 4�������($

!� �� ��� ������� ����� ������� �� ����������� �� ���� 
�
��5' 1 ��������� +������
������� (B,ν) �� ������ � Ξ���/�% �$ �� ��� ��� ��������� �
�������� ��� ��������(

���������� �( ���
������ ��������� �� ν��������$ !���� ��� �7�����( 
�������� ��
B �� � Ξ��������� �� ��� ���������� ν8 �'�'$ ����� �2��� ���
������ ��������� u(x,y)$
v(x,y)$ w(x)$ ��� � �������� E(x,y) !���� ��
������ ��� +������ ������� �� �����!�$
��� ��( x,y∈N3

ν(x)∪ν(y)=ν(u(x,y)),
ν(x)∩ν(y)=ν(v(x,y)),
−ν(x)=ν(w(x)),
ν(x)=ν(y)⇔E(x,y), E∈Ξ.

(1.1)

1 +������ ������� B �� ���� �� �� � Ξ��������$ �� ����� �� � ���������� ν ���� ����
(B,ν) �� � +������ Ξ��������'

1� �� �� ����
���$ ��' "�	$ ���' �	'�#$ ��� ����� �� ��� ��������� �� N �2
�������� �(
ΣX

n ������ �� ������� �( ΣX
1 $ !���� ��� ����� �� ��� ��������� �2
�������� �( ΠX

n ������
�� ������� �( ΠX

1 8 !� ���� ������ ΔX
n =ΣX

n ∩ΠX
n ' �� 
���������$ ΣX

1 �� ��� ����� ��
��� X����������� ��������� �� ��� ��� N'

1 ��������� +������ ������� (B,ν) �� ���� �� �� X������ �%�� �� ��� �
��������
�� (B,ν) ��� 
�������� �( ���
������ ���������$ !���� ��� �7�����( �������� �� X�
���������� �� ��� ���������� ν' 1 +������ ������� B �� ���� �� �� ��X������ �%��
������� �� ����� �� � ���������� ν ���� ���� (B,ν) �� �� X����������� +������
�������'


���� !�!� &� �� � %�� � � ���� ���+ 3������ ΣX
1 2��/�% � (B,ν)� ��� � �!

� ���� ����� υ �4 B !��� ���� (B,υ) �! � 3������ ΣX
1 2��/�% � ���!� �������%��

��� �"��� ! 4� � � +��!� !�� �� ��� !�� �4 ��� ��� �"��� ! �4 ��� ��/�% � (B,υ)'
������ ?�' "�&$ ���' &#' �
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.����������� ������������� �� ���
������ ������
����� �� ��� !���� "��#$ "�&#$
��� "��#$ !� ������ ��� �����!��� ��������� ��� ������
���� �� � ��)�� ���������
+������ ������� �� � ������� �� ��� 
���������������� ������� �� � ����� �� ������'

�"�#��� $�!� )�,�� � ���� ���+ 3������ ��/�% � (B,ν) ��/���� ���� � ���!!
K �4 ��+��! �4 � "����  ��� !�/���� � σ ��+ � !������� Φ �4 ��� !�/���� � σ

(����!� ���� gi� i∈N� �! � /��� ����/ !�� 4� B� ��+ θi� i∈N �! � /��� ����/ !��
4� L(Th(K))
 - �� ���� ������/ λ∗ +�"��+ %�  ��� λ∗(gi)=θi� i∈N� ��������
+��� ����! �� �!��� ���!�

λ :B→L(Th(K∩Modσ(Φ))) (2.1)

�4 ��+ ���� �4 4� ��� α �� 2<ω� α= 〈α0,α1, ...,αk〉� �� ��,�3

gα0
0 ∩ ...∩gαk

k �=0 ⇔ Φ&θα0
0 &...&θαk

k ��! � K2��+��. (2.2)

5� ��,� � ��� ������/ λ  �� �!���! � �������%�� �!��� ���!�

λ : (B,ν)→ (L(Th(K∩Modσ(Φ))),γ) (2.3)

����  �!���� �� � )*�+�� ���%� ��/ γ �4 ('(σ)� �����,� ��� !������� gi� i∈N� �!
�������%�� �� (B,ν)� ����� θi� i∈N� �! �������%�� �� ��� )*�+�� ���%� ��/ γ'
������ 1� � 
�����(
� ��� ���� ���������$ !� ��� � !�������!� ������ "�-$ ��'�#'
:�� ��( ��
�� α �� 2<ω$ α= 〈α0, ...,αk〉$ �������� ��������3

bα=g
α0
0 ∩ ...∩gαk

k ,

Θα=θ
α0
0 & ...&θαk

k .

(2.4)

:�� �� ��������(  ���� ��� �� ��
��� α, β, ... δ ∈2<ω$ !� 
��

λ(bα∪bβ ∪ ...∪bδ) = Θα∨Θβ∨ ...∨Θδ. (2.5)

+���� �� 4&'&5$ �� �� 
������� �� ���! ���� λ �� � ��9����)� ��

��� ���� B ��
L(Th(K∩Mod(Φ))

)
������� ��� �2
�������� ��)��)�� �� 4&'-5 ��)�� ��� ��������

�� ��� �������� !� ��� �����������8 �����)��$ λ �� �� ������
���� ���� B ����
L(Th(K∩Mod(Φ))

)
' 6�)�����($ λ �� � ���
������ ������
���� �� ����������� ν

��� γ 
��)���� ���� ��� ���������� ��7������ ��� ���
������ �� ����� �����������'

������ &'� �� 
��)��' �

�' ����
� ��

���������	���

 �� ����� �����


1 ����� N �� ������ � ��� �� �� ��� �� �����������( �������� �� ��( ����� �����
�� �����( T =Th(N)' @�����0� ��������� �� "�,# ������ ���� � ��������� ���
����
�����( T ��� � 
��������� �� ��� ���( �� ��� �����( �� 
�����
�� �(
� �� �� ���� �����(
�� ����� �� ��� �����( �� ��� �(
�� 4�7��)������($ ��� 
���������������� ��������
Ln(T )$ n<ω$ ��� ������5$ !���� ��� ����� N �� �����( T �� 
���� �� ��� ���( ��
��(  ���� ��
�� ā∈|N| �������� � 
�����
�� �(
� �� ���� �����('

��� �� �������� ���� ��������� ����� ����� 
���� ������'

���� %�!� '�� T %� � �������� +���+�%�� ���� �
 0�� !�� A′ �4 ��� 4� ����!

�4 ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% �! Ln(T )� n∈N ���� � � ��� ����! �4 ���� � T �!
�������%�� ����� �%��'
������ 1 ������� ϕ(x̄) �� ��� �� ���� �� �����( T �� ������ �� �� ������������

!��� T �� ����� �2���� � ������� ψ(x̄) ���� ���� ���� �������� ϕ(x̄)&ψ(x̄) ���
ϕ(x̄)&�ψ(x̄) ��� ���
������ !��� T ' +���� �� ����$ �� �� ���
�� �� ��������� ��
�A����)� ����������� �� ��� ��� A′' �
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���� %�$� '�� T %� � �������� +���+�%�� ���� �
 0�� !�� A �4 ������ 4� ����!
�4 ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% �! Ln(T )� n∈N �! �������%�� ����� �%�� �4 ��+
���� �4 A �! �������%��� �
�
 A �! ���4� ��� �������%�� �� ��� �� ����� n'
������ ��
�������� ⇐ �� ��)����' 1� ��� ��� ��
�������� ⇒$ ���� ��������� �� �

���
�� �����7����� �� ����� �'�' �
1 ����� N �� ���� �� �� !� ��/�� ���!� ����,�$�%�� �� �� ������ � ������ ���������

��)�������' 1 ����� N ��� ����������� ��������� 1$ �(���������( dims.c.(N)=1$
�� N �� �������( ����������)������$ �����)��$ ��( �!� ������ ����������)�������� ν1
��� ν2 N ��� �7��)�����$ ���� �� ��� �������� ������ (N,ν1) ��� (N,ν2) ��� ����

�����( ������
���$ �(���������( (N,ν1)∼=(N,ν2)' �� dims.c.(N)=1$ !� ��( ����
��� ����� N �� ����!��%�� ����  �!���� �� !� ��/ ���!� ����,�$�����! �� ���
�( ��2
��!��%��$ ����� ��� ���� �� !��� ����������)�������� �� ��� ���������� �� ���� 
�
��'
1 ����� N ��� ����������� ��������� ω$ �(���������( dims.c.(N)=ω$ �� ����� �� ��
�� ���� ��7����� �� ������ ����������)�������� νi$ i<ω �� ���� ����� ���� ���� ��(
�!� ��������� ������ �� ��� ��7����� (N,νi)$ i<ω ��� ��� ������
���'

�� !�� 
��)�� �� "�# ����$ ��� ��( �������( ����������)������ ����� N ���( �����
dims.c.(N)=1 ��� dims.c.(N)=ω ��� 
�������$ !���� ��� ����� ��  ���� �����������
���������� dims.c.(N)=n$ 1<n<ω$ ��� ��
�������' �����($ ��� �����!��� ���������
�� 
��)��'

�"�#��� %�%� 4�������� ��������� �� ������������(5' '�� M %� � !� ��/�� ���2
!� ����,�$�%�� ��+�� �4 � �������� +���+�%�� ���� � T 
 0��� ��� 4�������/ �����! � �
����,�����3

4�5 M �! ����!��%�� ����  �!���� �� !� ��/ ���!� ����,�$�����!$
4�5 ��� � �! � "���� !������� ā �4 �������! |M| !��� ���� �� ������� (M, ā) �4 ���

��+�� M ���� ���!� ���!����! �! � � ��� ��+�� ��+ ��� 4����� �4 !��! �4 ����! �4
0� !1�2'��+��%��� ��/�% �! Ln(T

′)� n∈N� �4 ���� � T ′=Th(M, ā) �! �������%���
�
�
 � ��� ��+�����+ 4����� �! ���4� ��� �������%�� �� ��� �� ����� n'

5� ��,� � �4 ���+�����! (a) ��+ (b) � � ��� !���!"�+� ��� � �#�!�! �� ��"���� !�2
������ νi� i<ω �4 !� ��/ ���!� ����,�$�����! �4 ��� ��+�� M !��� ����� 4� ���
i,j <ω� i �= j� ���%� �+ ��+��! (M,νi) ��+ (M,νj) � � ��� �������%�� ��%�++�%��
�� ���� ���� '
������ ��� "�$ 
�' �#' �
��!$ !� 
������ �!� ��( ���������� ��� 
���� ������'
�"�#��� %�&� '�� T %� � �������� +���+�%�� ���� � ���� � � ��� ��+�� N
 -

��+�� N �! !� ��/�� ���!� ����,�$�%�� �4 ��+ ���� �4 ��� !�� �4 � ������� ����! �4 ���
���� � T �! �������%��'
������ ��� "&$ 
�' �# �� "-$ ���' �#' �
�"�#��� %�'� '�� T %� � �������� +���+�%�� ���� � ���� � !� ��/�� ���!� ��2

��,�$�%�� � ��� ��+�� N
 0�� 4�������/ !��������! � � ����,����� �� ���� ���� 3
��� ��� !�� �4 4� ����! A � �!�����/ ����! �� ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% �!

Ln(T )� n∈N� �! �������%�� ����� �%��$
��� ��� !�� �4 4� ����! A � �!�����/ ����! �� ��� 0� !1�2'��+��%��� ��/�% �!

Ln(T )� n∈N� �! �������%�� ���4� ��� �� n$
��� ��� ��+�� N �! ����!��%�� ����  �!���� �� !� ��/ ���!� ����,�$�����!'
������ 
�� 
���� �� ����� �� ��� �������� ��������� "�#'
4�5⇒4�5 
��� ��
�������� �����!� ���� ����� �'&'
4�5⇒4�5 +( �����
����$ ��� 
���� ����� N �� �������( ����������)������$ !����

��� �����( T �� ���
���� ��� ���������' *� ���� ��

��� ���� ��� ��� �� ����� A
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�� �����( T �� ���
������' 1

�(��� �� �A����)� )������ �� @�����0� ������������
��� �� ������
���� ���!��� ���������( �7��)����� 
���� ������$ "�,#$ �� �� 
�����
��� �� ��������� � ���
������ ������
���� μ : (N,ν)→ (N,ν′) ��� ��( �!� ������
����������)�������� ν ��� ν′ �� ��� ����� N'

4�5⇒4�5 1����� ���� ��� 
���� ����� N �� ���������� !��� ���
��� �� ������
����������)��������$ �'�'$ <��� 4�5 �� 
������ �'� �����' 
���$ <��� 4�5 �� 
���
���� �'� ���� ���� ����$ �'�'$ ����� �� �  ���� ��7����� ā �� �������� �� |N| ����
���� ��� ����� N∗=(N, ā) �� �����( T ∗=Th(N, ā) �� ��������� σ∗=σ∪{ai |ai∈ ā}
�� � 
���� ����� ��� ��� �����( �� ����� �� ��� 
���������������� ��������
Ln(Th(N, ā))$ n∈N$ �� ���
������ ��������( �� n' +( ���������$ ��� ����� N
������ �� 
����' ����� ��(  ���� ��
�� �� � 
���� ����� �������� � 
�����
�� �(
�$
����� �� � ������� θ(z̄) ���� �� �� ���� �� �����( T ���� ���� N |=θ(ā) �����'

*� �������� � ��������� ��������� ������� ��� �������� T ��� T ∗3

φ(x̄)∈&'(σ) �! �� ���� �4 T ⇔ ��� � �! ϕ(x̄, z̄)∈&'(σ) !
�


ϕ(x̄, ā) �! �� ���� �4 T ∗, ��+ T �φ(x̄)↔ (∃z̄)[ϕ(x̄, z̄)&θ(z̄)].
(3.1)

:����$ !� ��

��� ���� ������� φ(x̄) �� �� ���� �� �����( T ' ?������� � ��
��
c̄ �� N ���� ���� N |=φ(c̄)' ����� ����� N �� 
����$ ��� �(
�� �������� �� N ���

�����
��' :��� ����$ �� �����!� ���� ����� �� � ������� ϕ(x̄, z̄)$ !���� �� �� ����
�� �����( T $ ���$ �� N$ !� ��)� ϕ(c̄, ā)' =����)��$ ϕ(c̄, ā)&θ(ā) ����� �������$ �(
�����
����$ !� ��)� N |=θ(ā)' 
���$ ������� ϕ′(x̄, z̄)=ϕ(x̄, z̄)&θ(z̄) �� ����� �� ��
N �� ��� ��
�� ξ=(c̄, ā)' 
��������$ ��� ������� ϕ′(x̄, z̄) �� �7��)����� �� T �� ���
������� ϕ(x̄, z̄) ����� ��� ������ �� �� ���� �� �����( T ' 1� � ������$ !� ������ ����$
�� �����( T $ �� �� 
��)���� φ(x̄)∼ (∃z̄)[ϕ(x̄, z̄)&θ(z̄)]'

��!$ !� ��

��� ���� ϕ(x̄, ā) �� �� ���� �� �����( T ∗' ?������� ��� �������

φ(x̄)=(∃z̄)[ϕ(x̄, z̄)&θ(z̄)]. (3.2)

6�� ���� �� �� ���! ���� ���� ������� �� �� ���� �� ��� �����( T ' :�� ����$ �� ��
��B����� �� ���! ����$ ��� ��������( ��
��� c̄1 ��� c̄2 �� N �� �

��
����� �������$
�� �����!� ���� N |=φ(c̄1) ��� N |=φ(c̄2) ���� ����� �� �� �������
���� μ �� ���
����� N ���� ���� μ(c̄1)= c̄2' ����� N |=φ(c̄1)$ ��� ���������� ���� �2
������� ��
4�'&5 ������� ���� ����� �� � ��
�� ē1 �� N ���� ���� N |=ϕ(c̄1, ē1)&θ(ē1)' ��������($
�( )����� �� N |=φ(c̄2)$ �2
������� 4�'&5 
��)���� ���� ����� �� � ��
�� ē2 �� N ����
���� N |=ϕ(c̄2, ē2)&θ(ē2)' ����� ��� ������� θ(z̄) �� �� ���� �� �����( T $ ���$ ��
��� ����� N ���� θ(ā) ��� θ(ē1) ����$ ����� ���� �� �� �������
���� μ1 :N→N
������� ē1 �� ā' C����� μ1(c̄1) �( c̄

′
1' ��������($ ���� θ(ā) ��� θ(ē2) ��� ����� ��

�� ��� ����� N$ �� ����� ���� �� �� �������
���� μ2 :N→N ������� ē2 �� ā'
C����� μ2(c̄2) �( c̄

′
2' �� )��! �� ��� 
��
������ �� �������
����� μ1 ��� μ2$ !�

��)� N |=ϕ(c̄ ′1, ā)&θ(ā) ��� N |=ϕ(c̄ ′2, ā)&θ(ā)' +( �����
����$ ������� ϕ(x̄, ā) ��
�� ���� �� �����( T ∗' 
��������$ ����� �� �� �������
���� μ0 :N→N ���� ��
��������� �� ��
�� ā ��� ��
� ��
�� c̄ ′1 ���� ��
�� c̄ ′2' �� ������� �� )����( ���� ���
���
������� �� �������
����� μ=μ−1

2 μ0μ1 ������� ��� ��������� μ(c̄1)= c̄2 ���
μ(ā)= ā' 
��� ���!� ���� ��� ������� 4�'&5 �� �� ���� �� �����( T '


�����($ ��� �������� 4�'�5 ������ ����� 
����$ ���� ����!��� �� �� ���
���� 
����
�� ��� 
��� 4�5⇒4�5' +���� �� ��� 
����������� 4�'�5$ �� �� 
������� �� �������� ��
�A����)� ����������� �� ��� ��� A �� ����� �� �����( T =Th(N) ���� �� �2����(
!��� �� ��7�����'


������ �'- �� 
��)��'
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C� ������ �� ��� ������ �� � ���
��� �����( ���� ��� �� ����� �� ">$ ���$ &'�#'
�� ���� !���$ !� ��� ��� ���� ����� � ���� �
��������� ���� ������� %��� � � ��!
�������'

1 4��� ������� %��� � � �� �� � 
�������( ������� ��� D0= 〈N,�〉 �� ��� ���� ���!�
�� :��' 	'�4�5' �� 
���������$ 1�8$ 6�6$ �(6�9)$ ��� �(9�6) �� ����� ��' 
����
��� �!� ������� �
�������� !����� ��� ����$ L(n)=2n+1 �� ��� ��4� !����!!� $ ���
R(n)=2n+2 �� ���  �/�� !����!!� �� �� ������� n∈N' 1 �����
�( ��� D⊆N ��
���� �� �� � ������� %��� � � �� !����)�� ��� �����!��� ���������� ��� ����� ��3
m�n&n∈D⇒m∈D$ ��� L(n)∈D⇔R(n)∈D$ ��� ��� m,n∈N' 1� ������� n ��
� ���
��� �����( ���� D ���� ���� L(n) �∈D �� ���� �� �� � +��+ ��+ �� ��� ����
D' 
�� ��� �� ��� �������� �������� �� � ���� D �� ������� �( Dend(D)' 1 ���� ��
������ ������ ��$ ���)� ���� �� ��� ��������$ ����� �� �� ����� ��� �������� �������'

1 ��! �2��
��� �� ���
��� �����( ����� ��� ��)�� �� :��' 	'�4�$�$�5'

:��' 	'�' D2��
��� �� ���
��� �����( �����

1 ������� �
������� �� ��� +� ��� !�� �� �!� ��)�� ����� D1 ��� D2 �� �)�������'

�� ���� D1⊕D2 �� �������� �( ��������� ������
��� ��
��� �� ��� ����� D1 ���
D2 �� ��� �!� �������� �������� �� ��� ������������� ���� ��)�� �� :��' 	'�4�5 �� ��
�� ������������( ���!� �� :��' 	'&'

:��' 	'&' ������ �� ��� �
�������� ⊕ ��� ���
��� �����( �����

1 ��� π⊆D �� ������ � ����� �� ��� ���� D$ �� m,n∈π⇒m�n∨n�m ��� m�
n&n∈π⇒m∈π$ ��� ���m,n∈N' �� D �� � ���
��� �����( ����$ !� ������ �( Π(D)
��� ��� �� ��� ��#���� �����!$ !����Πfin(D) �� ��� ��� �� ��� ��#���� "���� �����! ��
��� ���� D' 1 ���� D �� ���� �� �� !��� ������$ �� ��� ��� Π(D) �� �� ���� ���������'

��� ">$ ���' &'�# ��� �� ������� ���������� ��� ����� �� ������'

���� &�!� 0�� � �! � � �� D� ����� �! � !��� ������ ���� �� �� ��������

�������%�� ����� �%��� ���2�������%�� ������� %��� � � �� 4� ����� %��� 4������!
Πfin(D�) ��+ Π(D�) � � �������%��'
������ ��� D �� ��� ���� ���!� �� :��' 	'�4�5' ����� D �� ���
������$ ��� ���

Dend(D) �� ���� ���
������' =����)��$ Dend(D) �� �� ����$ ���� ����� �� � ����

������ ��9����)� ��

��� f :N→Dend(D)' ���K⊆N �� � ���
�����( ����������
�������
������ ���' ��� D�=D∪{L(f(i)) | i∈K}∪{R(f(i)) | i∈K}' �� �� ���
�� ��
����� ���� ��� ��� D� �� �� ������ ���
�����( ���������� ���
��� �����( ����'
=����)��$ ���� ��������Π(D�) ���Πfin(D�) ��� ���
������' �� 
���������$Π(D�)
�� ��������� �������� ���� ��� ���� D� �� ��
��������' +( ������������$ �����������(
n∈K⇔L

(
f(n)

)∈D� ����� 
����$ ���� ��� ���� D� �� ��� ���
������'
����� 	'� �� 
��)��' �
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���� &�$' 0�� � �! �� �6����,� ��� ��� !��+��/ �� � %�� � � ���!� ����,�
����� � +� ��/ (L,ν) ���� � � �� D(L,ν) !��� ���� ��� 4�������/ �����! ���+3

4�5 4� ��� ���!� ����,� ����� � +� ��/ (L,ν)� ��� � �� D(L,ν) �! �������%��$
4�5 ��� � �� D(L,ν) �! !��� ������ �4 ��+ ���� �4 L �! ���� � +� �+$
4�5 �4 L �! ���� � +� �+� ��� 4����� �4 �����! Π(D(L,ν)) �! �������%��'
������ ��� ">$ ���' &'&'�#' �
+( Dn$ !� ������ ��� ������� �� ��� ��� Wn �
 �� � ���
��� �����( ����$ !����

DX
n �� ��� ������� �� ��� ���WX

n �
 �� � ���
��� �����( ����' �� ��� �� ������� ����
��� ���� Dn �� ���
�����( ����������$ !���� ��� ����DX

n �� ���
�����( ����������
!��� ������ X' =����)��$ ���� �'�' ���� �� 
�������� �� ��� ��7����� Dn$ n∈N$ ���
���� �'�' ���� �� ���
������� !��� ������ X �� 
�������� �� ��� ��7����� DX

n $ n∈N'

�� ������ n �� ���������� �� � �'�' ����2 ��� ��� ���� Dn$ ��� n �� ���������� ��
� �'�' ����2 ��� ��� ���� DX

n ���������� �� ���
��������( !��� �� ������ X'
*� ������ �(Pn ��� ����������� ��������� !��� ��� ./���� ������ n$ �� ">$ ���' �'�#'

*� !���� A |=Pn �� �������� ���� Pn �� ����� �� �� ��� ��� A⊆N' 
�� ��� �� ���
����

Ω(m)={A⊆N | (∀i∈Wm)A |=Pi}, (4.1)

�� ���� �� �� ��� �� ���� �� (���� !���� !��� �� ����2 m$ ��' �� ������ �� Rm ��
">$ ���' �'�#'

=��� ��������� �� ��� ��������� ���!� ������ ��  �����( �2����������� ��������
��� �� ����� �� ">#' ��� 
��� ��)��)�� �� ������������ �� ���� !��� ������ ��� �����!���3

�"�#��� &�%� ">$ 
�' �'�'�# 76����,��� �� � ��� �4 ����/� ! (m,s) ��+ � "2
����  ��� !�/���� � σ� �� �! ��!!�%�� �� ���!� ��� � "������ �#������$�%�� ���� �
F =FC(m,s,σ) �4 !�/���� � σ ��/���� ���� �� �6����,� !������� θn� n∈N� �4 !��2
�����! �4 ��� !�/���� � σ !��� ���� ��� 4����� �4 �#���!���! �4 F +�"��+ %�

F [A]=F ∪{θi|i∈A}∪{�θj |j∈N�A}, A⊆N, (4.2)

!���!"�! ��� 4�������/ � ��� ���!3

��� 4� ��� A⊆N� ��� ���� � F [A] �! ����� �������� � ���� �+���� �8

��� ��� ���� � F [A]� A⊆N� �! ���!�!���� �4 ��+ ���� �4 A∈Ω(m)8
��� 4� �� � %�� � � A∈Ω(m)� ���� � F [A] ��! � � ��� ��+�� �4 ��+ ���� �4 ���

� �� DA
s �! ������8 �� ��,� $

• � � ��� ��+�� �4 ��� ���� � F [A]� �4 �� �#�!�!� �! !� ��/�� ���!� ����,�$�%��
�4 ��+ ���� �4 ��� !�� A �! �������%�� ��+ ��� 4����� �4 �����! Πfin(DA

s ) �!
�������%��$

• � � ��� ��+�� �4 ��� ���� � F [A]� �4 �� �#�!�! ��+ �! !� ��/�� ���!� ����,�$�%���
��! ��/� ������ +����!��� 1 �4 ��+ ���� �4 ��� � �� DA

s �! �������%��8 ���� ��!��
��� ��+�� ��! ��/� ������ +����!��� ω'

�	� 4� �� � %�� � � A∈Ω(m)� ���� � F [A] �! ω2!��%�� �4 ��+ ���� �4 ��� � �� DA
s �!

!��� ������'
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������ 	'� ����� ���� ��� ����������
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*�  2 �  ���� ���� ��������� σ' *� ������ �( P (σ) ��� ����� �� ��� 
���� ������
�� ��������� σ$ �(W (σ) ��� ����� �� ��� ������ �� ��������� σ !��� ω������� ��������$
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��� �( M ω
s.c.(σ)$ ��� ����� �� ��� �������( ����������)������ ������ �� ��������� σ

��)��� �� ���� ����������� ����������' ������������ �� ����� ������� PW ω
s.c.=P (σ)∩

W (σ)∩M ω
s.c.(σ) �� ��� ���� ��9��� �� ��� ������� ����(' *� ��� �  2�� ./����

��������� Φi$ i∈N$ ��� ��� ��� �� ��� ��������� �� ��������� σ$ ��� ϕi(x̄i)$ i∈N$
��� ��� ��� �� ��� �������� �� ��������� σ'

�"�#��� '�!� 0�� 4�������/ �!!� ����! ���+3
4�5

(L(PW ω
s.c.),γ

)
�! � 3������ Σ1

12��/�% �� ��� � γ �! � )*�+�� ���%� ��/ �4 ���
!�� �4 !�������! �4 !�/���� � σ$

4�5 �������%�� ��� �"��� ! �4
(L(PW ω

s.c.),γ
)

4� � � +��!� !�� ����/ � %�� � �
��� �"��� ! �� ��� ��/�% �$

4�5 4� �� � %�� � � ���� ���+ 3������ Σ1
12��/�% � (B,ν) ���!� �������%�� ��2

� �"��� ! 4� � � +��!� !�� ����/ � %�� � � ��� �"��� !� ��� � �! � !������� Θ �4
!�/���� � σ !��� ���� (B,ν)∼=(L(Th(Mod(Θ)∩PW ω

s.c.)
)
,γ)'

4�5 4� �� � %�� � � 3������ Σ1
12��/�% � B� ��� � �! � !������� Θ �4 !�/���� � σ

!��� ���� B∼=L(Th(Mod(Θ)∩PW ω
s.c.)

)
'

������ 4�5 +( ��� .�������)����������E��������� ��������� 4
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���� ����� N �� � ���
���� ��������� �����( T �� �������( ����������)������ ��
��� ���( �� ��� �����( �� 
�����
�� �(
�� �������� �� N �� ���
������' �� �����
����$ �( � ��������( �� ��� �������� ��������� ��� ������������( 4
������ �'-5 ���
�������( ����������)������ 
���� ����� N �� ���������� !��� ���
��� �� ������ ����
�������)�������� �� ��� ���( �� ��� �����( F �� �������� 
��������� ����� �� ���

���������������� �������� Ln(T )$ n∈N$ �� ���
�����( ����������' 6����!���$
!��� ��� ��� F �� ��� ���
�����( ����������$ �( ��� �������� ��������� ��� ��������
�����( 4
������ �'-5$ !� ��)� dims.c.(N)=ω' :��� ����$ !� ������ ����$ � ��������
Ψ �� ��������� σ ��� � ����� �� ��� ����� PW ω

s.c. �� ��� ���( �� ����� ��� �������

��������� m ��� n ���� ���� ��� �����!��� ���������� �� ���������� �� ����� ��

��� Wm∩Wn=∅ & Wm∪Wn=N$ ∀&∀∃
��� T ={Φi | i∈Wm} �� � ���
���� �����($ ∀∃
��� Ψ ∈T $ ∃
�
� (∀ϕ(x̄))[ϕ(x̄) ����������⇒∃θ(x̄)[(θ(x̄)→ϕ(x̄))&θ(x̄) �� ������ ]

]
$ ∀∃∀

��� (∀q)[(∀i∈Wq)ϕi(x̄i) �� ������ ⇒ (∃j �∈Wq)
(
ϕj(x̄j) �� ������

)]
$ ∀∃∀

��� (∀ ���������N∈Mod(T ))(∀n<ω)[Ln(Th(N, |N|)) �� ��
��������
]
' ∀1


���$ !� ������ � 
�� 2 ∀1 ��� ��� ��������� �� � !����' :�����($ ��������� Φ ���
Ψ ��� �7��)����� �� ��� ����� PW ω

s.c. �� ��� ���( �� (Φ&�Ψ)∨(Ψ&�Φ) ���� ��� ��)�
� ����� �� ���� �����' 
��� ��)�� ��� ��7����� 
�� 2 ∃1 ��� 4�5'

4�5 ��� T �� �� ��������( ���
���� �����( �2������� Th(PW ω
s.c.)$ ��� Ψ �� �

�������� 
��)���� �� T ' 6�)�����($ Ψ ��� � ����� N∈PW ω
s.c.' :��� ����$ !� ��)�

���� ���
���� ��������� �����( T ′=Th(N) 
��������� � ���
������ ����� ���� ��
St(Th(PW ω

s.c.)) �� ����� �� ��� ������������ Ψ �� ��� ����� ���� T �� ���� �����
�
���' 
��� ��)�� ��� ��7����� ������( 
��
���( 
���� �� 4�5'


�� 
���� �� <��� 4�5 �� ��)�� �� ��� ����������� ��2�' 1� ��� <��� 4�5$ �� �� �
���
�� �����7����� �� <��� 4�5 ��� ����� �'� !��� �� m����
���� �� Σ1

1 ��� X'
*� ����� ��� 
���� �� <��� 4�5 �� 
������ -'�'
*� ��� ��� �����!��� m����
���� �� ��� ����� Π1

1 ���

A1={n∈N |Ln �! � ���� � +� ��/}, (5.1)
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!���� Ln=(Ln,νn)$ n∈N$ �� �� �A����)� ��7����� �� ����������)� ������ ���������$
��' ����� �'�' 
��������$ ��� ���
������ E1=N�A1 �� �� m����
���� �� Σ1

1 ���'
.�)�� � ��������� +������ Σ1

1�������� (B,ν) ���� ����� ��
�������%�� ��� �"��� ! �4 (B,ν) 4� � � +��!� !�� �� St(B). (5.2)

�� �� 
������� �� ������$ ���� B �� � ������)��� �������' +( �� ������$ ������
���� �
�������� ∪$ ∩ ��� − �� B ��� 
���������� �( ���
������ ��������� �� ν�
�������$ !���� ��� �7�����( �� � Σ1

1��������� �� ��� ���������� ν$ �'�'$ ν(x)=ν(y)⇔
H(x,y) �� ����� �� ��� � �����( ��������H ∈Σ1

1' ;��
����)��($ ��� ���7�����( ��������
H ′(x,y)=dfn (ν(x) �=ν(y)) �� Π1

1' 
��������$ ����� �� � ����( �������� H
∗ �� Π1

1 ����
����$ ��� ��(  ���� ��
�� �� ����� ��� ���� α=〈α0,α1, . . .,αn〉$ !� ��)�

ν(0)α0∩ν(1)α1∩ . . .∩ν(n)αn �=0 ⇔ 〈α0,α1, . . .,αn〉∈H∗, H∗∈Π1
1.

�����H∗ �� Π1
1$ �� ��m���������� ��A1$ �'�'$ ����� �� � ������� ���
������ ��������

f(x) ���� ���� ��� ��������( ��
��� α∈2<ω$ α= 〈α0, ...,αn〉$ !� ��)�

ν(0)α0∩ν(1)α1∩ . . .∩ν(n)αn �=0 ⇔ Lf(〈α0,α1,...,αn〉) �! ���� � +� ��/. (5.3)

��� �� ����� ���� ��� ��9��� !� ����� ���)� ��
������� ���� ���� �� � ����'

���� '�$� 0�� 4�������/ �!!� ����! � � � ��3
4�5 f(∅)∈A1$
4�5 4� ��� α �� 2<ω� f(α)∈A1 ⇔ f(α0)∈A1 � f(α1)∈A1$
4�5 4� ��� α �� 2<ω� f(α)∈E1 ⇔ f(α0)∈E1 ��+ f(α1)∈E1'
������ <��� 4�5 �� � �����7����� �� ��� ���� ���� ������� B �� ������)���' <���

4�5 �����!� ���� ��� �� ������ �� ��� �������� f(x) ��� �������� H∗(x)$ ��
���������
�� ����� �� ��� ���� +������ �������$ !���� 4�5 �� � ��������( ���� 4�5' �

��!$ ��� ���� �� �� ������ � 
��� (m,s) �� ������� 
��������� �� �� ����������
!��� ��� ��������� ������������$ ��' 
������ 	'�'

9����� �4m' *� ������m ���� ���� Ω(m)=P(N)$ ��' 4	'�5' :�� ����$ �� �� ������
�� ��� m ���� ���� Wm=∅'

9����� �4 s' :�� ���� 
��
���$ !� �������� � ���
������ ���������� F ���� P(N)
�� P(N)$ �������($ (������� ���
��� �����( �����' :�� �� ��������( A⊆N$ !������
�� F !��� ��
�� A �� ����� )�� ��� �������� f(x) �� 4-'�5 �( ������

F :A �→Tree(L∗,ν∗) �→Tree(L∗,ν∗)⊕D�=F (A)=DA
s , ��� �

��� (L∗,ν∗)=Lf(∅)+Lf(〈α0〉)+ . . .+Lf(〈α0,...,αn〉)+ . . . ,

��� αk=

{
1, �4 k∈A,
0, �4 k �∈A, 4� ��� k∈N;

��� s �! �� ��+�# �4 ��� ��/� ���� 4� A �→F (A) ���� �� � ���� A.

(5.4)
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������ Πfin(D)$ ��' ����� 	'�$ !���� (L,ν) �→Tree(L,ν) �� �� �A����)� ������
��������� ���� ������ ��������� �� �����( �����$ ��' ����� 	'&' 
�� ��������������
A �→F (A)$ A⊆N$ �� �������� )�� 
�����0� ���
������� �( �� ��������� M !���
�� ������ A' *� 
�� s �� �� � ./���� ������ �� ��� ��������� M$ ��' 4-'	54�5'

?����� �� ��� 
��� �� 
��������� (m,s) ��  ������'
��� �� ����( ���� 
��
������ �� ��� �������������� F :A �→DA
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���� '�%� 0�� 4�������/ �!!� ����! ���+3
4�5 &� ��� A⊆N� DA

s �! � � ��'
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4�5 &� ��� �������%�� !�� A⊆N� � �� DA
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