
S e⃝MR
ÑÈÁÈÐÑÊÈÅ ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÅ

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÇÂÅÑÒÈß

Siberian Electronic Mathematical Reports

http://semr.math.nsc.ru
ISSN 1813-3304

Òîì 21, � 1, ñòð. 195�211 (2024) ÓÄÊ 517.51

https://doi.org/10.33048/semi.2024.21.014 MSC 30C65,46E35

ÌÎÄÓËÈ ÑÅÌÅÉÑÒÂ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÅÉ, ÂÅÊÒÎÐÍÛÅ
ÏÎËß, ÅÌÊÎÑÒÜ, ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÔÎÐÌÛ

À.Ñ. Ðîìàíîâ

Ïðåäñòàâëåíî Å.Ì. Ðóäûì

Abstract: We study the relationships between p-module of a sys-
tem of surfaces, vector �elds , capacity and di�erential forms.
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Â òåîðèè êâàçèêîíôîðìíûõ, êâàçèèçîìåòðè÷åñêèõ è äðóãèõ êëàññîâ
îòîáðàæåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ïðîñòðàíñòâàìè Ñîáîëåâà, âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò ïîíÿòèÿ âàðèàöèîííîé ¼ìêîñòè è ìîäóëÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ è ïîâåðõ-
íîñòåé, ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷èòü àäåêâàòíîå îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ
ðàññìàòðèâàåìûõ îòîáðàæåíèé. Íàñ èíòåðåñóþò âçàèìîñâÿçè ìîäóëåé
ñåìåéñòâ êðèâûõ è ìîäóëåé ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé ñ íåëèíåéíîé ¼ìêî-
ñòüþ, âåêòîðíûìè ïîëÿìè è äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè.
Ñâÿçü p-¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà K = (K0,K1) ñ p-ìîäóëåì ñåìåéñòâà

êðèâûõ, ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâà K0 è K1 äàâíî èçâåñòíà [1, 2, 3]. Ñ.Ê.
Âîäîïüÿíîâ âûñêàçàë ãèïîòåçó, ÷òî p-ìîäóëè íåêîòîðûõ äðóãèõ ñåìåéñòâ
êðèâûõ è ïîâåðõíîñòåé ìîæíî ñâÿçàòü ñ ¼ìêîñòüþ, â îïðåäåëåíèè êîòî-
ðîé âìåñòî êëàññà äîïóñòèìûõ ôóíêöèé èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé
êëàññ äîïóñòèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.

Romanov, A.S., Modules of a system of surfaces, vector fields, capacity,

differential forms.
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Äàííóþ çàìåòêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èëëþñòðàöèþ ê ãèïîòåçå
Ñ.Ê. Âîäîïüÿíîâà. Ìû íå ñòðåìèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà â ìàêñè-
ìàëüíîé îáùíîñòè, íî õîòèì îòìåòèòü íåêîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, èíòå-
ðåñíûå ôàêòû è ñâîéñòâà, âûïîëíÿþùèåñÿ â ìîäåëüíûõ ñëó÷àÿõ. Âíà-
÷àëå áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ â R2, à çàòåì ïðè íåêî-
òîðûõ àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìîäåëüíàÿ ñèòóàöèÿ â R3.

�1. Ìîäóëè ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé è âàðèàöèîííàÿ ¼ìêîñòü

Ñëåäóÿ ðàáîòå [4], ñòàíäàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëèì ïîíÿòèå p-ìîäóëÿ
ñåìåéñòâà ïîâåðõíîñòåé (êðèâûõ).
Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ Rn è 1 ≤ k ≤ n − 1. Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ k-ìåðíîé

ìåðû Õàóñäîðôà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë Hk, äëÿ ìåðû Ëåáåãà â Rn

ñèìâîë mn.
Ñåìåéñòâî k-ìåðíûõ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ïîâåðõíîñòåé (êðèâûõ ïðè

k = 1) â îáëàñòè G îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Σ. Íåîòðèöàòåëüíóþ áîðåëåâ-
ñêóþ ôóíêöèþ ρ : G → R íàçûâàþò äîïóñòèìîé ìåòðèêîé äëÿ ñåìåéñòâà
Σ, åñëè ∫

S

ρ dHk ≥ 1

äëÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé S ∈ Σ. Äàëåå âûðàæåíèå ρ ≻ Σ áóäåò îçíà÷àòü,
÷òî ìåòðèêà ρ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Σ.
Ïðè 1 < p < ∞ îïðåäåëèì p-ìîäóëü ñåìåéñòâà Σ ðàâåíñòâîì

modp(Σ) = inf
ρ≻Σ

∫
G

ρp dmn.

Ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ìåòðèê ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Ïðè p > 1 ïðî-
ñòðàíñòâî Ëåáåãà Lp(G) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî âûïóêëûì, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ìåòðèêà ρ0, äëÿ êîòîðîé

modp(Σ) =

∫
G

ρp0 dmn.

Ðàññìîòðèì äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòà K0,K1 ⊂ G. Êëàññ äî-
ïóñòèìûõ ôóíêöèé äëÿ êîíäåíñàòîðà K = (K0,K1) ïðè 1 < p < ∞
îïðåäåëèì óñëîâèåì

D(K0,K1, G) = {u ∈ L1
p(G) ∩ C(G ∪K0 ∪K1)

∣∣ u|K0 = 0, u|K1 = 1},
à ñîîòâåòñòâóþùóþ âàðèàöèîííóþ p-¼ìêîñòü îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

capp(K0,K1, G) = inf
u∈D(K0,K1,G)

∫
G

|∇u|p dmn.

Ïðè p > 1 ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ

u0 ∈ D(K0,K1, G) ∩ L1
p(G)
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òàêàÿ, ÷òî

capp(K0,K1, G) =

∫
G

|∇u0|p dmn.

Â äàííîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà äëÿ p-èíòåãðàëà Äèðè-
õëå èìååò âèä ∫

G

(
|∇u|p−2∇u,∇φ

)
dmn = 0

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè φ ∈ C∞
0 (G). Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíê-

öèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì ðåøåíèåì p-óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

div(|∇u|p−2 · ∇u) = 0,

èíûìè ñëîâàìè ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé.
Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêàÿ p-ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è

ïðèíàäëåæèò êëàññó C1,α
loc (G), α > 0 [5, 6].

Âîîáùå ãîâîðÿ, â îïðåäåëåíèè p-¼ìêîñòè ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû
è äðóãèå êëàññû äîïóñòèìûõ ôóíêöèé, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíü çíà-
÷åíèé p-èíòåãðàëà Äèðèõëå ðàâíà capp(K0,K1, G). Äîâîëüíî ïîäðîáíîå
îáñóæäåíèå ñâîéñòâ âàðèàöèîííîé ¼ìêîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [7, 8].
Ïîíÿòèå ìîäóëÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå îáùèì ÷åì ¼ìêîñòü, ïîñêîëüêó p-

ìîäóëü ìîæåò áûòü îïðåäåë¼í äëÿ ñåìåéñòâ êðèâûõ è ñåìåéñòâ ïîâåðõ-
íîñòåé, êîòîðûå íå ñâÿçàíû ñ êàêîé-ëèáî ïàðîé ìíîæåñòâ K0 è K1. Ïðè
ýòîì ñ êàæäûì êîíäåíñàòîðîì K = (K0,K1) ñâÿçàíû äâà ñïåöèàëüíûõ
ñåìåéñòâà:
1) ΓK - ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ êðèâûõ, ëåæàùèõ â îá-

ëàñòè G è ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâà K0 è K1;
2) Σ∗

K - ñåìåéñòâî âñåõ ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé, ëå-
æàùèõ â îáëàñòè G è ðàçäåëÿþùèõ ìíîæåñòâà K0 è K1.
Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó ðàáîòû [9]

modp′(Σ
∗
K) =

[
capp(K0,K1, G)

]−p′/p
, (1)

çäåñü 1/p+ 1/p′ = 1.
Â ðàáîòàõ [1, 2, 3] ïîêàçàíî, ÷òî

modp(ΓK) = capp(K0,K1, G). (2)

Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ðàâåíñòâî (1) â áîëåå ñèììåòðè÷íîì âèäå

[modp(ΓK)]1/p ·
[
modp′(Σ

∗
K)

]1/p′
= 1, (3)
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�2. Ìîäóëè, ¼ìêîñòü, âåêòîðíûå ïîëÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå
ôîðìû â R2

Íà ïëîñêîñòè R2 î ñâîéñòâàõ p-ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé è, êàê ñëåä-
ñòâèå, î ñâîéñòâàõ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé äëÿ p-¼ìêîñòè èçâåñòíî áîëü-
øå ÷åì â ïðîñòðàíñòâàõ áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíîñòè. Ïîýòîìó ìû íà÷í¼ì
ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî è íàãëÿäíîãî ïëîñêîãî ñëó÷àÿ.
Ïóñòü îáëàñòü G ⊂ R2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü, p-ãàðìîíè÷åñêèå ôóíê-

öèè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè è ïðèíàäëåæàò êëàññó C1,α
loc (G), α > 0. Ïðè ýòîì

â ïëîñêîé îáëàñòè G ó âñÿêîé p-ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè u ìíîæåñòâî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê

Z = {(x, y) ∈ G | ∇u(x, y) = 0}

ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì è u ∈ C∞
0 (G \ Z) [10, 11].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ ñåìåéñòâî ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ îðèåíòèðîâàí-
íûõ êðèâûõ, ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè G ⊂ R2. Íåïðåðûâíîå âåêòîðíîå

ïîëå V⃗ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì äëÿ ñåìåéñòâà Γ, åñëè äëÿ âñåõ êðè-
âûõ γ ∈ Γ âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà∣∣∣∣∣∣

∫
γ

(V⃗, τ⃗)dl

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1,

ãäå τ⃗ - åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé γ. Äàëåå âûðàæåíèå

V⃗ ≻ Γ áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå V⃗ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ

ñåìåéñòâà Γ. Åñëè V⃗ ≻ Γ, òî, ìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè îðèåíòàöèþ
íåêîòîðûõ êðèâûõ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ
íåðàâåíñòâà ∫

γ

(V⃗, τ⃗)dl ≥ 1.

Îïðåäåëèì ìîäóëü MVp(Γ) ðàâåíñòâîì

MVp(Γ) = inf
V⃗≻Γ

∫∫
G

|V⃗|p dxdy.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî ïîëÿ V⃗ ≻ Γ è âñåõ êðèâûõ γ ∈ Γ âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî ∫

γ

|V⃗|dl ≥

∣∣∣∣∣∣
∫
γ

(V⃗, τ⃗)dl

∣∣∣∣∣∣ dl ≥ 1,

òî |V⃗| ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ìåòðèêîé äëÿ Γ. Ñëåäîâàòåëüíî,

MVp(Γ) ≥ modp(Γ). (4)

Ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ.
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Ïðèìåð 1. Íà ïëîñêîñòè R2 ðàññìîòðèì êâàäðàò

Q = {(x, y) ∈ R2 | 0 < x < 1, 0 < y < 1}

è äâà ñåìåéñòâà îòðåçêîâ: A - ãîðèçîíòàëüíûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ
áîêîâûå ñòîðîíû êâàäðàòà, è B - âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ
îñíîâàíèÿ êâàäðàòà. Áóäåì ñ÷èòàòü îòðåçêè îðèåíòèðîâàííûìè, ñ íà÷à-
ëîì íà ñîîòâåòñòâóþùåé îñè êîîðäèíàò.
Åñëè ìåòðèêà ρ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà A, òî

1 ≤
1∫

0

ρ dx ≤

 1∫
0

ρp dx

1/p

è ∫∫
Q

ρp dxdy ≥ 1.

Ïîýòîìó ìåòðèêà ρ0 ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ ñåìåéñòâà A è
modp(A) = 1.
Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî ìåòðèêà ρ0 ≡ 1 ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé è äëÿ

ñåìåéñòâ B è C = A ∪B. Ïðè ýòîì

modp(A) = modpB) = modp(C) = 1.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíîå äëÿ ñåìåéñòâà A âåêòîðíîå ïîëå

V⃗A â êàæäîé òî÷êå ïàðàëëåëüíî âåêòîðó e⃗1 = (1, 0) è |V⃗A| ≡ 1, ýêñòðå-

ìàëüíîå äëÿ ñåìåéñòâà B âåêòîðíîå ïîëå V⃗B â êàæäîé òî÷êå ïàðàëëåëü-

íî âåêòîðó e⃗2 = (0, 1) è |V⃗B| ≡ 1.
Ñåìåéñòâà A è B ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà, ïî-

ýòîìó ýêñòðåìàëüíîå äëÿ ñåìåéñòâà C âåêòîðíîå ïîëå V⃗C ïàðàëëåëüíî
äèàãîíàëè, à åãî ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè ñîâïàäàþò ñ ïîëåì

V⃗A è â ñèëó ñèììåòðèè ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíûå îòðåçêè ñîâïàäàþò ñ

ïîëåì V⃗B. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå V⃗C = V⃗A+ V⃗B è |V⃗C | ≡
√
2.

Ïîýòîìó

MVp(A) = modp(A) = 1, MVp(B) = modp(B) = 1,

MVp(C) = 2p/2 > modp(C) = 1. ■

Cåìåéñòâî C èìååò âåñüìà ñïåöèôè÷åñêóþ ñòðóêòóðó: ÷àñòü ïðèíàä-
ëåæàùèõ åìó îòðåçêîâ ñîåäèíÿåò ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû, à äðóãàÿ
÷àñòü ýòè æå ñòîðîíû ðàçäåëÿåò. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ ñåìåéñòâà
êðèâûõ óñòðîåííûå áîëåå ðåãóëÿðíûì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì êîíäåíñàòîð K = (K0,K1) ⊂ G è ñåìåéñòâî ΓK - âñåõ

ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ êðèâûõ â îáëàñòè G, ñîåäèíÿþùèõ ìíîæåñòâî K0

ñ ìíîæåñòâîì K1 è îðèåíòèðîâàííûõ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Íåñëîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî MVp(ΓK) = modp(ΓK).
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Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ êîíäåíñàòîðà K, òî äëÿ
âñåõ êðèâûõ γ ∈ ΓK ∫

γ

(∇u, τ⃗)dl ≥ 1,

ò.å. ∇u ≻ ΓK . Ïîýòîìó

MVp(ΓK) ≤ capp(K0,K1). (5)

Èç íåðàâåíñòâ (4) è (5) è ðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò

MVp(ΓK) = modp(ΓK) = capp(K0,K1).

Äëÿ ñåìåéñòâà ΓK ìîæíî îïðåäåëèòü ìîäóëü MΩp(ΓK), ñâÿçàííûé ñ
äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìàìè. Äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = Pdx+
Qdy áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà ΓK , åñëè∣∣∣∣∣∣

∫
γ

ω

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1,

äëÿ âñåõ êðèâûõ γ ∈ ΓK . Âûðàæåíèå ω ≻ ΓK áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî äèô-
ôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà ΓK .
Ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëü îïðåäåëèì ðàâåíñòâîì

MΩp(ΓK) = inf
ω≻ΓK

∫∫
G

|ω|p dxdy.

Äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû è âåêòîðíûå ïîëÿ òåñíî ñâÿçàíû ìåæäó

ñîáîé � âåêòîðíîìó ïîëþ V⃗ = (P,Q) ñîîòâåòñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíàÿ
ôîðìà ω = Pdx+Qdy, ïðè ýòîì∫

γ

ω =

∫
γ

(V⃗, τ⃗)dl è

∫∫
G

|ω|p dxdy =

∫∫
G

|V⃗|p dxdy.

Ïîýòîìó

MΩp(ΓK) = MVp(ΓK) = modp(ΓK) = capp(K0,K1, G). (6)

Åñëè ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé äëÿ êîíäåíñàòîðà K, òî äëÿ
ñåìåéñòâà ΓK ýêñòðåìàëüíàÿ ìåòðèêà ρu = |∇u|, ýêñòðåìàëüíîå âåêòîð-

íîå ïîëå V⃗u =

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
, ýêñòðåìàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ωu =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy.

Ðàññìîòðèì âçàèìîñâÿçü ðàçëè÷íûõ ìîäóëåé è ¼ìêîñòè äëÿ ñåìåéñòâà
Σ∗
K , ñîñòîÿùåãî â äàííîì ñëó÷àå èç ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ êðèâûõ, ðàç-

äåëÿþùèõ ìíîæåñòâà K0 è K1. Ñàìàÿ ïðîñòàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêàåò â
ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâà K0 è K1 ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè êîíòèíóóìàìè
îáëàñòè G.
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Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 îãðàíè÷åííóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G
c æîðäàíîâîé ãðàíèöåé Γ è ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíûå ãðà-
íè÷íûå òî÷êè a1, a2, a3, a4 ∈ Γ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
íóìåðàöèÿ òî÷åê ñîãëàñîâàíà ñ ïîëîæèòåëüíîé îðèåíòàöèåé ãðàíèöû.
Îáëàñòü G c îòìå÷åííûìè ÷åòûðåìÿ ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè áóäåì íàçû-
âàòü ÷åòûðåõñòîðîííèêîì è îáîçíà÷àòü G⋆, à çàìêíóòûå ãðàíè÷íûå äóãè
F0 = Γa4a1 , F1 = Γa2a3 , E0 = Γa1a2 , E1 = Γa3a4 áóäåì íàçûâàòü åãî "ñòî-
ðîíàìè".
Åñëè 0 < capp(F0, F1, G) < ∞, òî áóäåì íàçûâàòü ÷åòûðåõñòîðîííèê

G⋆ íåâûðîæäåííûì. Ðàâåíñòâî p-¼ìêîñòè íóëþ èëè áåñêîíå÷íîñòè âîç-
ìîæíî â ñëó÷àå âûðîæäåíèÿ îäíîé èç �ñòîðîí� â òî÷êó.
Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííûé ÷åòûðåõñòîðîííèêG⋆.Äëÿ óäîáñòâà îáî-

çíà÷èì capp(F0, F1, G) = Cp. Ïóñòü ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíîé
äëÿ p-¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà K = (F0, F1), à ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ýêñòðå-
ìàëüíîé äëÿ p′-¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà K∗ = (E0, E1).
Ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé, à ñîïðÿæåííàÿ ôóíêöèÿ v ÿâëÿ-

åòñÿ p′-ãàðìîíè÷åñêîé. Ñîãëàñíî [12, 13] ôóíêöèè u è v ñâÿçàíû ñèñòåìîé
óðàâíåíèé 

∂v
∂y

= 1
Cp

|∇u|p−2∂u
∂x

∂v
∂x

= − 1
Cp

|∇u|p−2∂u
∂y

,

êîòîðàÿ ïðè p = 2 è Cp = 1 ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñòåìó Êîøè-Ðèìàíà.
Ïîñêîëüêó ∇v ⊥ ∇u è Cp|∇v| = |∇u|p−1, òî ýêñòðåìàëüíàÿ äëÿ ñåìåé-

ñòâà Σ∗
K ìåòðèêà

ρv = |∇v| = 1

Cp
|∇u|p−1 =

1

Cp
ρp−1
u ,

ýêñòðåìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå

W⃗v =

(
∂v

∂x
,
∂v

∂y

)
=

1

Cp
|∇u|p−2

(
−∂u

∂y
,
∂u

∂x

)
,

ýêñòðåìàëüíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ωv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy =

1

Cp
|∇u|p−2

(
−∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy

)
è

modp′(Γ
∗
K) = capp′(E0, E1, G) = MVp′(Γ

∗
K) = MΩp′(Γ

∗
K).

Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ áóäåò è â ñëó÷àå, êîãäà G∩ (K0 ∪K1) ̸= ∅, ïðè
ýòîì îáëàñòü GK = G \ (K0 ∪ K1) ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé, à ìíîæåñòâà
K0 è K1 ÿâëÿþòñÿ ñâÿçíûìè. Â îáëàñòè GK ñëåäóåò ðàññìîòðåòü �ñòî-
ðîíû� F0 = ∂K0 ∩ ∂GK è F1 = ∂K1 ∩ ∂GK , à â êà÷åñòâå �ñòîðîí� E0, E1

äîïîëíèòåëüíûå ãðàíè÷íûå äóãè îáëàñòè GK .
Ðàññìîòðèì â îáëàñòè G ïðîèçâîëüíûé êîíäåíñàòîð K = (K0,K1).

Ïóñòü u - ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ p-¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà K è
capp(K0,K1, G) = Cp. Â îáùåì ñëó÷àå îáëàñòü GK = G \ (K0 ∪ K1) íå
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ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíîé, à ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ êðèâûõ Σ∗
K ìîæåò ñî-

äåðæàòü çàìêíóòûå êðèâûå, ïîýòîìó ñâÿçàòü îäíîçíà÷íóþ ýêñòðåìàëü-
íóþ ôóíêöèþ ñ ñåìåéñòâîì Σ∗

K íå óäà¼òñÿ. Îäíàêî ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýêñòðåìàëüíàÿ ìåòðèêà, ýêñòðåìàëüíîå âåêòîðíîå ïîëå è ýêñòðåìàëüíàÿ
äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ñóùåñòâóþò.
Ñèìâîëîì Ut áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî óðîâíÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóí-

êöèè u, ò.å.

Ut = {(x, y) ∈ G | u(x, y) = t}.
Ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1) ìíîæåñòâà óðîâíÿ Ut ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè êðè-
âûìè.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâî ∫
Ut

|∇u|p−1 d l ≡ const = Cp, (7)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1) [12, 13].
Ñèìâîëîì Γ∗

u îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ ëèíèé óðîâíÿ Ut, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (7). Íà âñÿêîé êðèâîé γ, ñîåäèíÿþùåé ìíî-
æåñòâà K0 è K1, íåïðåðûâíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u ïðèíèìàåò âñå
ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ, ò.å. êðèâàÿ γ ïåðåñåêàåò âñå ìíîæåñòâà Ut.
Ñëåäîâàòåëüíî, Γ∗

u ⊂ Σ∗
K . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå

W⃗ =
1

Cp
|∇u|p−2

(
−∂u

∂y
,
∂u

∂x

)
ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì äëÿ ñåìåéñòâà Γ∗

u.

Âåêòîðíîå ïîëå W⃗ ïàðàëëåëüíî êàñàòåëüíîìó âåêòîðó ê ëèíèè óðîâíÿ
Ut ∈ Γ∗

u. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (7), ïîëó÷àåì∫
Ut

(W⃗, τ⃗) d l =
1

Cp

∫
Ut

|∇u|p−1 d l = 1,

ò.å. ïîëå W⃗ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ñåìåéñòâà Γ∗
u.

Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî (1), ïîëó÷àåì îöåíêó

MVp′(Γ
∗
u) ≤

∫∫
G

|W⃗|p′ dxdy =
1

Cp′
p

∫∫
G

|∇u|p dxdy = (Cp)
−p′/p =

modp′(Σ
∗
K).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå äëÿ ñåìåéñòâà Γ∗
u âåêòîðíîå ïî-

ëå Λ⃗, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî∫
Ut

|Λ⃗| d l ≥
∫
Ut

(Λ⃗, τ⃗) d l ≥ 1

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1).
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Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ëèíèÿì óðîâíÿ [14],
ïîëó÷àåì îöåíêó∫∫

G

|∇u| |Λ⃗| dxdy =

1∫
0

 ∫
Ut

|Λ⃗| d l

 dt ≥ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà

1 ≤
∫∫
G

|∇u| |Λ⃗| dxdy ≤

∫∫
G

|∇u|pdxdy

1/p∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdy

1/p′

=

(Cp)
1/p

∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdy

1/p′

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

MVp′(Γ
∗
u) = inf

Λ⃗≻Γ∗
u

∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdy ≥ (Cp)
−p′/p = modp′(Σ

∗
K).

Òàêèì îáðàçîì, MΩp′(Γ
∗
u) = MVp′(Γ

∗
u) = modp′(Σ

∗
K).

Ñåìåéñòâî Γ∗
u ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ìîäóëü ðàâåí

ìîäóëþ âñåãî ñåìåéñòâà Σ∗
K .

Ïóñòü âåêòîðíîå ïîëå Λ⃗ ≻ Γ∗
u. Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå V⃗, ïîëó÷à-

åìîå ïîâîðîòîì âåêòîðíîãî ïîëÿ Λ⃗ íà óãîë π/2 ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.
Ïîñêîëüêó ∫

Ut

(Λ⃗, n⃗)dl =

∫
Ut

(V⃗, τ⃗)dl è |Λ⃗| = |V⃗|,

òî ïðè âû÷èñëåíèè MVp′(Γ
∗
u) â îïðåäåëåíèè äîïóñòèìûõ âåêòîðíûõ ïî-

ëåé âìåñòî öèðêóëÿöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ Λ⃗ âäîëü ìíîæåñòâà óðîâíÿ Ut

ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ V⃗ ÷åðåç Ut â íàïðàâ-

ëåíèè íîðìàëè n⃗ = ∇u/|∇u|, ñ÷èòàÿ âåêòîðíå ïîëå V⃗ äîïóñòèìûì äëÿ
ñåìåéñòâà Γ∗

u, åñëè ∫
Ut

(V⃗, n⃗)dl ≥ 1, Ut ∈ Γ∗
u.

Âïîëíå î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ýêñòðåìàëüíûì áóäåò
âåêòîðíîå ïîëå

V⃗ =
1

Cp
|∇u|p−2

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
=

1

Cp
|∇u|p−2∇u.

Íà ïëîñêîñòè R2 èñïîëüçîâàíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ â îïðåäåëå-
íèè ìîäóëåé êðîìå ôîðìàëüíîãî îòëè÷èÿ íè÷åãî íîâîãî íå äîáàâëÿåò.
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Ïðè ýòîì äëÿ ìîäóëåé ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé â ïðîñòðàíñòâå R3 èñïîëü-
çîâàíèå ïîòîêà âåêòîðíîãî ïîëÿ ÷åðåç ïîâåðõíîñòü îêàçûâàåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì è ïîëåçíûì.

�3. Ìîäóëè, âåêòîðíûå ïîëÿ, äèôôåðåíöèàëüíûå ôîðìû â R3

Ðàññìîòðèì îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G ⊂ R3, äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîí-
òèíóóìà
K0,K1 ⊂ ∂G è ýêñòðåìàëüíóþ äëÿ p-¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðàK = (K0,K1)
ôóíêöèþ u. Ïóñòü 0 < Cp = capp(K0,K1, G) < ∞.
Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ΓK ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ëîêàëüíî ëèï-

øèöåâûõ êðèâûõ, òî îïðåäåëåíèå ìîäóëåé MVp(ΓK) è MΩp(ΓK) íè÷åì
íå îòëè÷àåòñÿ îò ââåäåííûõ ðàíåå â ïëîñêîì ñëó÷àå. Èñïîëüçîâàíèå ðå-
çóëüòàòà ðàáîòû [1] è äîñëîâíîå ïîâòîðåíèå äîêàçàòåëüñòâ ðàâåíñòâà (6),
ïðèâîäèò ê óæå çíàêîìîìó ñîîòíîøåíèþ

MΩp(ΓK) = MVp(ΓK) = modp(ΓK) = capp(K0,K1, G).

Ñ ñåìåéñòâîì Σ∗
K ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî èíàÿ, ïîñêîëüêó â äàííîì

ñëó÷àå ýòî ñåìåéñòâî ñîñòîèò èç äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ
êîíòèíóóìû K0 è K1. Ïðè ýòîì íåêîòîðûå îöåíêè è ìåòîäû èõ ïîëó÷å-
íèÿ âïîëíå àíàëîãè÷íû òîìó, ÷òî áûëî â ïëîñêîì ñëó÷àå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σ ñåìåéñòâî ëîêàëüíî ëèïøèöåâûõ äâóìåðíûõ îðè-

åíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé ðàñïîëîæåííûõ â îáëàñòè G ⊂ R3. Íåïðå-

ðûâíîå âåêòîðíîå ïîëå V⃗ áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìûì äëÿ ñåìåéñòâà Σ

è ïèñàòü V⃗ ≻ Σ, åñëè ïîòîê ïîëÿ V⃗ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè n⃗ óäîâëå-
òâîðÿåò îöåíêå ∣∣∣∣∣∣

∫∫
S

(V⃗, n⃗)ds

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1,

äëÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé S ∈ Σ. Îïðåäåëèì ìîäóëü MVp(Σ) ðàâåíñòâîì

MVp(Σ) = inf
V⃗≻Σ

∫∫∫
G

|V⃗|p dxdydz.

Ïîñêîëüêó äëÿ âñÿêîãî ïîëÿ V⃗ ≻ Σ è âñåõ ïîâåðõíîñòåé S ∈ Σ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∫∫

S

|V⃗|ds ≥
∫∫
S

(V⃗, n⃗)ds ≥ 1,

òî |V⃗| ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ìåòðèêîé äëÿ Σ. Ñëåäîâàòåëüíî,

MVp(Σ) ≥ modp(Σ).
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Äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = P dy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy áóäåì
íàçûâàòü äîïóñòèìûì äëÿ ñåìåéñòâà Σ è ïèñàòü ω ≻ Σ, åñëè∣∣∣∣∣∣

∫∫
S

ω

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1, (8)

äëÿ âñåõ ïîâåðõíîñòåé S ∈ Σ. Ñîîòâåòñòâóþùèé ìîäóëü MΩp(Σ) îïðå-
äåëèì ðàâåíñòâîì

MΩp(Σ) = inf
ω≻Σ

∫∫∫
G

|ω|p dxdydz.

Ó÷èòûâàÿ âçàèìîñâÿçü âåêòîðíûõ ïîëåé è äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì,
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî MΩp(Σ) = MVp(Σ). Ïðè ýòîì íåêîòîðûå ñâîéñòâà
îêàçûâàåòñÿ óäîáíî ôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ âåêòîðíûõ ïîëåé, à äðó-
ãèå ñâîéñòâà â òåðìèíàõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì.
Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî óðîâíÿ ýêñòðåìàëüíîé ôóíêöèè u áóäåì

îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì St ò.å.

St = {(x, y, z) ∈ G | u(x, y, z) = t}.

Ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1) ìíîæåñòâî óðîâíÿ St ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ïî-
âåðõíîñòüþ, ðàçäåëÿþùåé êîíòèíóóìû K0 è K1. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ïîâåðõíîñòü St îðèåíòèðîâàíà âåêòîðîì íîðìàëè, ñîâïàäàþùèì ïî
íàïðàâëåíèþ ñ ãðàäèåíòîì ôóíêöèè u, à êðàé ïîâåðõíîñòè èìååò ñîãëà-
ñîâàííóþ îðèåíòàöèþ.
Êàê è ïëîñêîì ñëó÷àå èíòåãðàë îò |∇u|p−1 ïî ìíîæåñòâàì óðîâíÿ

ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå∫∫
St

|∇u|p−1 d s ≡ const = Cp, (9)

äëÿ ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ñâîéñòâà äîñëîâíî ïîâòî-
ðÿåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1 ðàáîòû [13] ñ åäèíñòâåííûì èçìåíåíèåì
� ôîðìàëüíîé çàìåíîé èíòåãðàëà ïî ëèíèè óðîâíÿ Ut íà ïîâåðõíîñòíûé
èíòåãðàë ïî St.
Ñèìâîëîì Σ∗

u îáîçíà÷èì ñåìåéñòâî âñåõ ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé St, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (9).
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïîëå

W⃗ =
1

Cp
|∇u|p−2∇u

è ñîîòâåòñòâóþùóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó

ωu =
1

Cp
|∇u|p−2

(
∂u

∂x
dy ∧ dz +

∂u

∂y
dz ∧ dx+

∂u

∂z
dx ∧ dy

)
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Äëÿ âñåõ St ∈ Σ∗
u∫∫

St

ωu =

∫∫
St

(W⃗, n⃗)ds =
1

Cp

∫∫
St

|∇u|p−1 ds = 1,

ãäå n⃗ = ∇u/|∇u|. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå W⃗ äîïóñòèìî äëÿ ñåìåéñòâà Σ∗
u.

Ïðè ýòîì

MVp′(Σ
∗
u) ≤

∫∫∫
G

|W⃗|p′ dxdydz =
1

Cp′
p

∫∫∫
G

|∇u|p dxdydz = (Cp)
−p′/p =

modp′(Σ
∗
K).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå äîïóñòèìîå äëÿ ñåìåéñòâà Σ∗
u âåêòîðíîå ïî-

ëå Λ⃗, äëÿ êîòîðîãî íåðàâåíñòâî∫∫
St

|Λ⃗| ds ≥

∣∣∣∣∣∣
∫∫
St

(Λ⃗, n⃗) ds

∣∣∣∣∣∣ ≥ 1

âûïîëíÿåòñÿ ïðè ïî÷òè âñåõ t ∈ (0, 1).
Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ìíîæåñòâàì óðîâíÿ

ôóíêöèè u [14], ïîëó÷àåì îöåíêó∫∫∫
G

|∇u| |Λ⃗| dxdydz =

1∫
0

 ∫∫
St

|Λ⃗| d l

 dt ≥ 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ã¼ëüäåðà

1 ≤
∫∫∫
G

|∇u| |Λ⃗| dxdydz ≤

∫∫∫
G

|∇u|pdxdydz

1/p∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdydz

1/p′

=

(Cp)
1/p

∫∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdydz

1/p′

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

MVp′(Σ
∗
u) = inf

Λ⃗≻Σ∗
u

∫∫∫
G

|Λ⃗|p′ dxdydz ≥ (Cp)
−p′/p = modp′(Σ

∗
K).

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ ñâÿçàííîé ñ âåêòîðíûì ïî-

ëåì Λ⃗ äèôôåðåíöèàëüíîé 2-ôîðìû ω
Λ⃗
.

Òàêèì îáðàçîì, MΩp′(Σ
∗
u) = MVp′(Σ

∗
u) = modp′(Σ

∗
K).

Ñåìåéñòâî Σ∗
u ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì â òîì ñìûñëå, ÷òî åãî ìîäóëü ðàâåí

ìîäóëþ âñåãî ñåìåéñòâà Σ∗
K .
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Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè R2 îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü D ñ
êóñî÷íî ãëàäêîé ãðàíèöåé γ. Â R3 ðàññìîòðèì öèëèíäðè÷åñêóþ îáëàñòü
G = D × (0, h) è êîíäåíñàòîð K = (K0,K1), ó êîòîðîãî K0 ÿâëÿåòñÿ
íèæíèì îñíîâàíèåì öèëèíäðà G, à K1 âåðõíèì îñíîâàíèåì. Ïëîùàäü
îáëàñòè D îáîçíà÷èì ñèìâîëîì |D|.
Åñëè ôóíêöèÿ v ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ êîíäåíñàòîðà K, òî íà ïî-

÷òè âñåõ âåðòèêàëüíûõ îòðåçêàõ, ñîåäèíÿþùèõ îñíîâàíèÿ

1 ≤
h∫

0

|∇v| dz ≤ h1/p
′

 h∫
0

|∇v|p dz

1/p

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∫∫∫
G

|∇v|p dxdydz ≥ |D|
hp−1

.

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíîé

u(x, y, z) =
z

h
è capp(K0,K1, G) =

|D|
hp−1

.

Â äàííîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïîëå

W⃗ =
1

Cp
|∇u|p−2∇u =

1

|D|
k⃗,

à ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà

ωu =
1

|D|
dx ∧ dy.

Ôîðìà ωu ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé è èìååò ïåðâîîáðàçíóþ

Ωu =
1

2|D|
(−y dx+ x dy) .

Ñåìåéñòâî ïîâåðõíîñòåé Σ∗
u ñîñòîèò èç ñå÷åíèé öèëèíäðà G ïëîñêî-

ñòÿìè îðòîãîíàëüíûìè âåêòîðó k⃗, îïðåäåäÿþùåìó îðèåíòàöèþ ñå÷åíèé.
Åñëè ïîâåðõíîñòü St ∈ Σ∗

u, òî å¼ êðàé γt êîíãðóýíòåí êðèâîé γ - ãðàíèöå
îáëàñòè D. Ñåìåéñòâî âñåõ êðèâûõ γt îáîçíà÷èì ñèìâîëîì Γ. Ñîãëàñíî
ôîðìóëå Ñòîêñà äëÿ âñÿêîé êðèâîé γt ∈ Γ∫

γt

Ωu =

∫∫
St

dΩu =

∫∫
St

ωu = 1.

Ãëàäêóþ âG è íåïðåðûâíóþ âG äèôôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó Ω áóäåì
íàçûâàòü äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà Γ, åñëè äëÿ âñÿêîé êðèâîé γt ∈ Γ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∫

γt

Ω ≥ 1.

Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ äëÿ ñåìåéñòâà Γ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F(Γ).
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Åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà Ω äîïóñòèìà äëÿ ñåìåéñòâà Γ, òî

1 ≤
∫
γt

Ω =

∫∫
St

dΩ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà dΩ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé
äëÿ ñåìåéñòâà Σ∗

u è, êàê ðàíåå äîêàçàíî∫∫∫
G

|dΩ|p′ dxdydz ≥
∫∫∫
G

|ωu|p
′
dxdydz =

h

|D|p′−1
= modp′(Σ

∗
K).

Ñëåäîâàòåëüíî,

modp′(Σ
∗
K) = inf

Ω∈F(Γ)

∫∫∫
G

|dΩ|p′ dxdydz.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íàõîæäåíèè ìîäóëÿ ñåìåéñòâà Σ∗
u ìû ìîæåì âìå-

ñòî äîïóñòèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì âòîðîé ñòåïåíè èñïîëüçîâàòü
êëàññ äîïóñòèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïåðâîé ñòåïåíè. Ïðè ýòîì
êîíñòðóêöèÿ ñòàíîâèòñÿ ïîõîæåé íà îïðåäåëåíèå ¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà,
â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ äîïóñòèìûå ôóíêöèè - "ôîðìû íóëåâîé ñòåïå-
íè". ■

Ðàññìîòðèì îäíîñâÿçíóþ êîìïàêòíóþ îáëàñòü G ⊂ R3, äâà íåïåðå-
ñåêàþùèõñÿ êîíòèíóóìà K0,K1 ⊂ ∂G è ýêñòðåìàëüíóþ äëÿ p-¼ìêîñòè
êîíäåíñàòîðà K = (K0,K1) ôóíêöèþ u. Ñîõðàíèì îáîçíà÷åíèå Σ∗

u äëÿ
îïðåäåëåííîãî ðàíåå ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ óðîâíÿ ôóíêöèè u. Ïóñòü

0 < Cp = capp(K0,K1, G) < ∞.

Ïîñêîëüêó ýêñòðåìàëüíàÿ ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ p-ãàðìîíè÷åñêîé, òî
âåêòîðíîå ïîëå

W⃗ =
1

Cp
|∇u|p−2∇u

ÿâëÿåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì â ñëàáîì ñìûñëå, ò.å.∫∫∫
G

(
|∇u|p−2∇u,∇φ

)
dxdydz = 0 (10)

äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè φ ∈ C∞
0 (G).

Ïðåäïîëîæèì äàëåå, ÷òî ïîëå W⃗ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì. Â ýòîì ñëó÷àå
îíî ÿâëÿåòñÿ áåçäèâåðãåíòíûì â êëàññè÷åñêîì ñìûñëå

div(|∇u|p−2∇u) = 0.

Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà

ωu = |∇u|p−2

(
∂u

∂x
dy ∧ dz +

∂u

∂y
dz ∧ dx+

∂u

∂z
dx ∧ dy

)
áóäåò çàìêíóòîé, ïîñêîëüêó

dωu = div(|∇u|p−2∇u) dx ∧ dy ∧ dz = 0.
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Ïî òåîðåìå Ïóàíêàðå çàìêíóòàÿ â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè ôîðìà ωu ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîé è ó íå¼ ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíàÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ãëàäêàÿ 1-ôîðìà Ωu, ÷òî dΩu = ωu.
Ðàññìîòðèì ïîâåðõíîñòü St ∈ Σ∗

u è îáîçíà÷èì å¼ êðàé ñèìâîëîì γt.
Êðèâàÿ γt ⊂ ∂G, ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé è ðàçäåëÿåò êîíòèíóóìû K0 è
K1 êàê ïîäìíîæåñòâà ∂G. Ñåìåéñòâî âñåõ òàêèõ êðèâûõ γt îáîçíà÷èì
ñèìâîëîì Γ.
Åñëè âñå êðèâûå γt ∈ Γ ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî ãëàäêèìè, à ôîðìà Ωu äîïóñ-

êàåò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà ìíîæåñòâî ∂G\(K0∪K1), òî ñîãëàñíî
òåîðåìå Ñòîêñà∫

γt

Ωu =

∫∫
St

dΩu =

∫∫
St

ωu =

∫∫
St

(W⃗, n⃗)ds = 1.

Òàêèì îáðàçîì, 2-ôîðìà dΩu ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà ïî-
âåðõíîñòåé Σ∗

u è∫∫∫
G

|dΩu|p
′
dxdydz =

∫∫∫
G

|ωu|p
′
dxdydz = MΩp′(Σ

∗
u) = modp′(Σ

∗
u).

Êàê è â ïðèìåðå 2, ãëàäêóþ â G è íåïðåðûâíóþ â G \ (K0 ∪K1) äèô-
ôåðåíöèàëüíóþ 1-ôîðìó Ω áóäåì íàçûâàòü äîïóñòèìîé äëÿ ñåìåéñòâà
Γ è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Ω ≻ Γ, åñëè äëÿ âñÿêîé êðèâîé γt ∈ Γ
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ∫

γt

Ω ≥ 1. (11)

Ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ äëÿ ñåìåéñòâà Γ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì
îáîçíà÷èì ñèìâîëîì F(Γ) è îïðåäåëèì � ¼ìêîñòü � ñåìåéñòâà ïîâåðõíî-
ñòåé Σ∗

u ðàâåíñòâîì

CAPp′(Σ
∗
u) = inf

Ω≻F(Γ)

∫∫∫
G

|dΩ|p′ dxdydz.

Åñëè äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà Ω äîïóñòèìà äëÿ ñåìåéñòâà Γ, òî

1 ≤
∫
γt

Ω =

∫∫
St

dΩ.

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíàÿ 2-ôîðìà dΩ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé
äëÿ ñåìåéñòâà Σ∗

u è, êàê ðàíåå äîêàçàíî,∫∫∫
G

|dΩ|p′ dxdydz ≥
∫∫∫
G

|ωu|p
′
dxdydz = modp′(Σ

∗
u).

Òàêèì îáðàçîì,

CAPp′(Σ
∗
u) = MΩp′(Σ

∗
u) = modp′(Σ

∗
u) = modp′(Σ

∗
K).
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Çàìå÷àíèå 1. Ïðèâåäåííîå â ðàáîòå îïðåäåëåíèå ¼ìêîñòè ñåìåéñòâà
ïîâåðõíîñòåé CAPp′(Σ

∗
u) âïîëíå àíàëîãè÷íî ñòàíäàðòíîìó îïðåäåëåíèþ

¼ìêîñòè êîíäåíñàòîðà ñ ó÷åòîì åäèíñòâåííîé çàìåíû äîïóñòèìîé ôóíê-
öèè (0-ôîðìû) íà äîïóñòèìóþ 1-ôîðìó. Ïðè ýòîì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè
u(b) − u(a) = 1(a ∈ K0, b ∈ K1) ìîæíî èíòåðïðåòèòîâàòü êàê èíòåãðàë
ïî êðàþ êðèâîé, ñîñòîÿùåìó èç äâóõ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàí-
íûõ òî÷åê.

Çàìå÷àíèå 2. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå
¼ìêîñòè è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà êóñî÷íî ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé.
Ïðè ýòîì ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò òðåáîâàíèÿ êóñî÷íîé ãëàäêîñòè êðàÿ ïî-
âåðõíîñòè S, çàìåíÿÿ óñëîâèå (11) íåðàâåíñòâîì

lim
n→∞

∫
ln

Ω ≥ 1,

ãäå {ln} - ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëåæàùèõ íà ïîâåðõíîñòè S âëîæåííûõ
êóñî÷íî ãëàäêèõ çàìêíóòûõ êîíòóðîâ, ñòÿãèâàþùèõñÿ ê êðàþ ïîâåðõíî-
ñòè.

Çàìå÷àíèå 3. Ïî ñîäåðæàíèþ äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåí-
íîé ïîñòàíîâêîé çàäà÷è, ñîäåðæàùåé ìîäåëüíûå ïðèìåðû è ïîçâîëÿþ-
ùåé ïî-íîâîìó âçãëÿíóòü íà íåêîòîðûå, íà íàø âçãëÿä, èíòåðåñíûå ôàê-
òû òåîðèè p-ìîäóëåé ñåìåéñòâ ïîâåðõíîñòåé. Äëÿ áîëåå îáñòîÿòåëüíîãî
èçó÷åíèÿ âîïðîñà â R3 è âîçìîæíîñòè îòêàçàòüñÿ îò àïðèîðíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé òðåáóåòñÿ ïîëó÷åíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàí-
íûõ ñ ðåãóëÿðíîñòüþ ýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèé. Ïî àíàëîãèè ñ ðàáîòîé
B. Fuglede [4], â êîòîðîé ðàññìàòðèâàþòñÿ áåçâèõðåâûå ïîëÿ, âèäèìî,

ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî áåçäèâåðãåíòíîå â ñëàáîì ñìûñëå ïîëå W⃗ (ðàâåí-
ñòâî 10) èìååò âåêòîðíûé ïîòåíöèàë, ïðèíàäëåæàùèé ïðîñòðàíñòâó Ñî-
áîëåâà.
Â ïðîñòðàíñòâàõ Rn ïðè n > 3 âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ ñóùåñòâîâàíèåì k-ìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé ïðîìåæóòî÷íîé
ðàçìåðíîñòè.
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