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Ïðåäñòàâëåíî À.Â. Ïÿòêèíûì

Abstract: In this paper we investigate estimates for number of 3-,
4- and 5-circuits in eulerian tournaments and 4-circuits in eulerian
orientations of complete bipartite graphs and hypercubes. By using
obtained relations, we prove uniqueness (up to isomorphism) of
orientations, which reach maximum number of 4-circuits in all
graph families mentioned above.

Keywords: Eulerian orientation of graph, circuit, tournament,
complete bipartite graph, boolean cube.

1 Ââåäåíèå

Îðèåíòàöèåé ãðàôà G íàçîâåì îðãðàô, ïîëó÷àåìûé èç G çàìåíîé
êàæäîãî ðåáðà vu íà ðîâíî îäíó èç äóã vu èëè uv. Â ñòàòüå äëÿ øè-
ðîêèõ êëàññîâ ãðàôîâ èçó÷àåòñÿ ÷èñëî êîíòóðîâ ìàëîé äëèíû (3, 4 è
5) â ñîîòâåòñòâóþùèõ îðèåíòàöèÿõ. Äâå îðèåíòàöèè ïðîèçâîëüíîãî ãðà-
ôà G íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè îäíó èç äðóãîé ìîæíî ïîëó÷èòü
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a b

Ðèñ. 1. Òèïû îðèåíòàöèé 3-öèêëîâ.

äåéñòâèåì êàêîãî-ëèáî àâòîìîðôèçìà ãðàôà G. Àâòîðàì õîòåëîñü áû ïî-
íÿòü, êàê ñâÿçàíû ñâîéñòâà ãðàôà ñî ñâîéñòâàìè åãî îðèåíòàöèé, â ÷àñò-
íîñòè - ñ êîëè÷åñòâàìè êîíòóðîâ â íèõ ðàçíîé äëèíû. Ãëàâíûé âîïðîñ -
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óïîìÿíóòûå êîëè÷åñòâà ïîçâîëÿþò ãðàô îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëèòü (ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà). Òàêæå äëÿ íàñ âäîõíîâ-
ëÿþùèìè áûëè èññëåäîâàíèÿ [1, 2, 3], ñâÿçûâàþùèå òåìó îðèåíòàöèé
ãðàôîâ ñ èññëåäîâàíèåì ñîâåðøåííûõ ñòðóêòóð. Âåçäå â äàëüíåéøåì
ìû áóäåì èìåòü äåëî òîëüêî ñ ðåãóëÿðíûìè ñâÿçíûìè ãðàôàìè ÷åòíîé
ñòåïåíè, ïðè÷åì ðàññìàòðèâàåìûå îðèåíòàöèè áóäóò â îñíîâíîì ýéëåðî-
âûìè, òî åñòü òàêèìè, ó êîòîðûõ âî âñåõ âåðøèíàõ ïîëóñòåïåíè èñõîäà
è çàõîäà îäèíàêîâûå. Ó êàæäîé òàêîé îðèåíòàöèè åñòåñòâåííî îáåñïå÷å-
íî ñóùåñòâîâàíèå ýéëåðîâà öèêëà. Ðàíåå âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé áûëî
ñîñðåäîòî÷åíî íà ïåðå÷èñëåíèè ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé ôèêñèðîâàííûõ
ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ áåç ó÷åòà èçîìîðôèçìà [4, 5, 6].
Âûõîäÿùåé îêðåñòíîñòüþ N+(v) âåðøèíû v â îðèåíòàöèè T ãðàôà

G áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðûå âåäóò äóãè, íà÷èíà-
þùèåñÿ â v. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âõîäÿùàÿ îêðåñòíîñòü N−(v).
Ïóñòü ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G ïðîíóìåðîâàíî V (G) = {v1, . . . , vn}.
Äëÿ îðèåíòàöèè T ãðàôà G îïðåäåëèì d+(T ) = (d+1 , . . . , d

+
n ) è d−(T ) =

(d−1 , . . . , d
−
n ), ãäå d+i = |N+(vi)| è d−i = |N−(vi)|, 1 ≤ i ≤ n. Òîãäà äëÿ T

îïðåäåëèì ñòåïåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

d(T ) = (d+1 − d−1 , . . . , d
+
n − d−n ).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè G ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ãðàôîì, òî ïî ñòåïåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè åãî îðèåíòàöèè T ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ êîðòåæè d+(T )
è d−(T ).
Îðèåíòàöèÿ ïîëíîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ òóðíèðîì. Ñóùåñòâóþò äâà

íåèçîìîðôíûõ òóðíèðà íà òðåõ âåðøèíàõ. Îíè æå ÿâëÿþòñÿ îðèåíòà-
öèÿìè 3-öèêëà (Ðèñ. 1).
Ñóùåñòâóåò 4 ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ òóðíèðà íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç X òóðíèð ñ d(X) = (−1,−1,+1,+1), ÷åðåç Y + è Y −

òóðíèðû ñ d(Y +) = (−1,−1,−1,+3) è d(Y −) = (−3,+1,+1,+1) ñîîòâåò-
ñòâåííî, à ÷åðåç Z òóðíèð ñ d(Z) = (−3,−1,+1,+3) (Ðèñ. 2).
Òóðíèð íàçûâàåòñÿ ïîëóòðàíçèòèâíûì, åñëè åãî ïîäòóðíèðû, ïîðîæ-

äåííûå ìíîæåñòâàìè N+(v) è N−(v) ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè äëÿ âñåõ
v.
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X Y + Y − Z

Ðèñ. 2. Òèïû 4-òóðíèðîâ.

A B C D

Ðèñ. 3. Òèïû îðèåíòàöèé 4-öèêëîâ.

α β γ δ

Ðèñ. 4. Òèïû îðèåíòàöèé 5-öèêëîâ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Òóðíèð ÿâëÿåòñÿ ïîëóòðàíçèòèâíûì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, åñëè îí ñâîáîäåí îò ïîäòóðíèðîâ òèïà Y + è Y −.

Ñóùåñòâóåò ïî ÷åòûðå òèïà îðèåíòàöèè 4-öèêëà (Ðèñ. 3) è 5-öèêëà
(Ðèñ. 4).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç fλ(T ) êîëè÷åñòâî êîíôèãóðàöèé òèïà λ â îðèåíòàöèè

T ãðàôà G. Íàïðèìåð, fa(X) = 2.

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ ëþáîé îðèåíòàöèè T ãðàôà G âûïîëíåíî

fD(T ) =
∑

u,v∈V (G)

(
|N+(u) ∩N+(v)|

2

)
. (1)

Îðèåíòàöèÿ ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé, åñëè â êàæäîé âåðøèíå
ïîëóñòåïåíü èñõîäà ðàâíà ïîëóñòåïåíè çàõîäà. Äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà G
ñóùåñòâóåò ýéëåðîâà îðèåíòàöèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ÿâëÿåòñÿ
ýéëåðîâûì.
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Â ðàçäåëàõ 2, 3 è 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ 3-, 4- è 5-öèêëû â òóðíèðàõ.
Ïîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâà ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèé êàê 4-öèêëîâ, òàê è
5-öèêëîâ â ýéëåðîâûõ òóðíèðàõ îáðàçóþò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî. Íàéäåíû îöåíêè ÷èñëà 4-êîíòóðîâ. Äîêàçàíî, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà
íà ÷èñëî 4-êîíòóðîâ â ýéëåðîâûõ òóðíèðàõ äîñòèãàåòñÿ íà åäèíñòâåííîì
òóðíèðå. Â ðàçäåëå 5 àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ 4-öèêëîâ ïîëó÷åíû
äëÿ ýéëåðîâûõ îðèåíòàöèé ïîëíîãî äâóäîëüíîãî ãðàôà. Â ðàçäåëå 6 ïî-
ëó÷åíû äîñòèæèìûå îöåíêè íà ÷èñëî 4-êîíòóðîâ â ýéëåðîâûõ îðèåíòà-
öèÿõ áóëåâà êóáà ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè.

2 3-öèêëû â òóðíèðàõ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΥN,d ìíîæåñòâî âñåõ òóðíèðîâ íà N âåðøèíàõ ñî
ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ d, à ÷åðåç Ξ2n+1 ìíîæåñòâî âñåõ ýéëå-
ðîâûõ òóðíèðîâ íà (2n+ 1) âåðøèíå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T ∈ ΥN,d âûïîëíåíî

fa(T ) =

(
N

3

)
−

N∑
i=1

(
d+i
2

)
,

fb(T ) =

N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî fa(T ) + fb(T ) =
(
N
3

)
. Â i-îé âåðøèíå

òóðíèðà ðîâíî
(d+i

2

)
ïàð äóã, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû. Êàæäàÿ òàêàÿ ïàðà

ïîðîæäàåò ðîâíî îäèí 3-öèêë òèïà b. □

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ ëþáîãî ýéëåðîâà òóðíèðà T ∈ Ξ2n+1 âûïîëíåíî

fa(T ) =
2n+ 1

3

(
n+ 1

2

)
,

fb(T ) = (2n+ 1)

(
n

2

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ma(N) íàèáîëüøåå ÷èñëî 3-êîíòóðîâ â òóðíèðå ñðå-
äè âñåõ òóðíèðîâ íà N âåðøèíàõ.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî n âûïîëíåíî

Ma(2n+ 1) =
(2n+ 1)n(n+ 1)

6
,

Ma(2n) =
n(n2 − 1)

3
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî ñóììà (2) äîñòè-
ãàåò ìèíèìóìà ïðè d+(T ) = (n, . . . , n), åñëè N = 2n + 1, è ïðè d+(T ) =
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(n− 1, . . . , n− 1, n, . . . , n), åñëè N = 2n. Â ïåðâîì ñëó÷àå èñêîìîå ðàâåí-
ñòâî ïîëó÷àåì èç Ñëåäñòâèÿ 1. Âî âòîðîì ñëó÷àå èìååì

Ma(2n) =

(
2n

3

)
−
(
n

(
n− 1

2

)
+ n

(
n

2

))
=

n(n2 − 1)

3
.

□

3 4-öèêëû â òóðíèðàõ

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T âûïîëíåíî

fA(T ) = fX(T ), (3)

fB(T ) = fX(T ) + fZ(T ) + 3fY +(T ) + 3fY −(T ),

fC(T ) = fX(T ) + fZ(T ),

fD(T ) = fZ(T ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëíûé ãðàô íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ ñîäåðæèò òðè öèê-
ëà äëèíû 4. Òóðíèð X ñîäåðæèò öèêëû äëèíû 4 òèïîâ A, B è C. Òóðíè-
ðû Y + è Y − ñîäåðæàò ïî òðè öèêëà äëèíû 4 òèïà B. Òóðíèð Z ñîäåðæèò
öèêëû äëèíû 4 òèïîâ B, C è D. □

Ñëåäñòâèå 3. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T âûïîëíåíî

fC(T ) = fA(T ) + fD(T ).

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T ∈ ΥN,d âûïîëíåíî

fY +(T ) + fZ(T ) =

N∑
i=1

(
d+i
3

)
, (4)

fY −(T ) + fZ(T ) =
N∑
i=1

(
d−i
3

)
, (5)

fX(T ) + fY +(T ) =
1

2

N∑
i=1

((
d−i
2

)
d+i −

(
d+i
3

))
, (6)

fX(T ) + fY −(T ) =
1

2

N∑
i=1

((
d+i
2

)
d−i −

(
d−i
3

))
. (7)

Äîêàçàòåëüñòâî. T êîíôèãóðàöèþ: âåðøèíà è Tðè èñõîäÿùèõ èç íåå
äóãè. Ñ îäíîé ñTîðîíû, ñðåäè 4-êëèê òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ âõîäèò ïî
îäíîìó ðàçó â êëèêè òèïà Y + è Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç i-îé âåðøèíû

âûõîäèò
(d+i

3

)
òàêèõ êîíôèãóðàöèé. Îòñþäà ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (4). Àíà-

ëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ âåðøèíó è òðè âõîäÿùèõ â íåå äóãè, ïîëó÷àåì
ðàâåíñòâî (5).
Ðàññìîòðèì êîíôèãóðàöèþ: âåðøèíà, äâå âõîäÿùèõ è îäíà èñõîäÿùàÿ

èç íåå äóãà. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ äâà ðàçà â X, òðè ðàçà â
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Y + è îäèí ðàç â Z. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç i-îé âåðøèíû âûõîäèò
(d−i

2

)
d+i

òàêèõ êîíôèãóðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

2fX(T ) + 3fY +(T ) + fZ(T ) =
N∑
i=1

(
d−i
2

)
d+i . (8)

Âû÷èòàÿ ðàâåíñòâî (4) èç (8) ïîëó÷àåì èñêîìîå ðàâåíñòâî (6). Àíàëî-
ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî (7). □

Ñëåäñòâèå 4. Äëÿ ëþáîãî ýéëåðîâà òóðíèðà T ∈ Ξ2n+1 âûïîëíåíî

fY −(T ) = fY +(T ), (9)

fY −(T ) + fZ(T ) = (2n+ 1)

(
n

3

)
,

fX(T ) + fY −(T ) = (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (9) âûòåêàåò èç ñîâïàäåíèÿ ïðàâûõ ÷àñòåé
ðàâåíñòâ (4) è (5) äëÿ ýéëåðîâûõ òóðíèðîâ. □

Ïðåäëîæåíèå 6. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T ∈ ΥN,d âûïîëíåíî

0 ≤ fY +(T ) ≤
N∑
i=1

Ma(d
+
i ),

0 ≤ fY −(T ) ≤
N∑
i=1

Ma(d
−
i ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíà òóðíèðà è êîíöû òðåõ èñõîäÿùèõ èç ýòîé
âåðøèíû äóã îáðàçóþò â òóðíèðå 4-êëèêó òèïà Y + òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà êîíöû ýòèõ òðåõ äóã îáðàçóþò 3-êîíòóð. Ñëåäîâàòåëüíî, 4-êëèê
òèïà Y + ñ èñòîêîì â i-îé âåðøèíå íå ìîæåò áûòü áîëüøå, ÷åì Ma(d

+
i ).

Àíàëîãè÷íî ñ 4-êëèêàìè òèïà Y −. □

Ñëåäñòâèå 5. Äëÿ ëþáîãî ýéëåðîâà òóðíèðà T ∈ Ξ2n+1 âûïîëíåíî

0 ≤ fY −(T ) = fY +(T ) ≤ (2n+ 1)Ma(n).

Èç ðàâåíñòâ (3) è (10) è Ñëåäñòâèÿ 5 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå îöåíêè íà
÷èñëî 4-êîíòóðîâ â ýéëåðîâûõ òóðíèðàõ.

Ñëåäñòâèå 6. Äëÿ ëþáîãî ýéëåðîâà òóðíèðà T ∈ Ξ2n+1 âûïîëíåíî

(2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
− (2n+ 1)Ma(n) ≤ fA(T ) ≤ (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (11)

Äëÿ ëþáîãî n ≤ 6 â Ξ2n+1 ìû íàøëè òóðíèðû, äîñòèãàþùèå íèæíåé
îöåíêè (11).
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Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííûé ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà ýéëåðîâ òóðíèð T ∈ Ξ2n+1, äëÿ êîòîðîãî

fA(T ) = (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (12) äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà fY −(T ) =
fY +(T ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî Ïðåäëîæåíèþ 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî ýéëåðîâ ïîëóòðàíçèòèâíûé òóðíèð åäèíñòâåííûé. Äåéñòâèòåëüíî,
ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî ýéëåðîâ ïîëóòðàíçèòèâíûé òóðíèð T ïîðÿäêà
(2n+ 1). Âûáåðåì êàêóþ-òî åãî âåðøèíó v è ïðèïèøåì åé ìåòêó 0. Âñå
âåðøèíû èç N+(v) èìåþò åñòåñòâåííîå óïîðÿäî÷åíèå â ñîîòâåòñòâèè ñ
òåì òðàíçèòèâíûì ïîäòóðíèðîì, êîòîðûé îíè ïîðîæäàþò. Çàíóìåðóåì
èõ ÷èñëàìè îò 1 äî n òàê, ÷òîáû äóãè øëè îò ìåíüøèõ íîìåðîâ ê áîëü-
øèì. Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ñ âåðøèíàìè èç N−(v), çàíóìåðîâàâ èõ îò
(n + 1) äî 2n. Ïóñòü j > i. Äîêàæåì, ÷òî â òóðíèðå Ò äóãà èç âåð-
øèíû ñ íîìåðîì i èäåò â âåðøèíó ñ íîìåðîì j òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå |j − i| < (n + 1). Åñëè îáà ÷èñëà i è j îäíî-
âðåìåííî ïðèíàäëåæàò N+(v) èëè N−(v), òî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ
àâòîìàòè÷åñêè. Åñëè æå îíè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì ìíîæåñòâàì, òî íàì
ïîìîæåò èíäóêòèâíîå ðàññóæäåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âåðøèíû v, èìå-
þùåé ìåòêó 0, óñëîâèå âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ. Âåðøèíà ñ ìåòêîé n
óæå íàñûùåíà âõîäÿùèìè äóãàìè (íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìåñòà ìû ïîëüçóåìñÿ
òîëüêî ýéëåðîâîñòüþ ãðàôà), çíà÷èò âñå îñòàâøèåñÿ åå äóãè - èñõîäÿùèå.
Àíàëîãè÷íî ìîæíî âîññòàíîâèòü âñå èñõîäÿùèå äóãè èç âåðøèíû ñ ìåò-
êîé 2n. Ïåðåõîäÿ îò ìåòêè i ê ìåòêå (i + n) mod (2n+ 1) ìû îáîéäåì
âñå âåðøèíû ãðàôà è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî óñëîâèå âåçäå âûïîëíåíî. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëóòðàíçèòèâíûé òóðíèð âîññòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî
è, ñëåäîâàòåëüíî, îí åäèíñòâåííûé. Çàìåòèì, äàííûé òóðíèð èìååò öèê-
ëè÷åñêóþ ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ öèðêóëÿíòîì. □

4 5-öèêëû â òóðíèðàõ

Ïðåäëîæåíèå 7. Äëÿ ëþáîãî òóðíèðà T ∈ ΥN,d âûïîëíåíî

fβ(T ) + fγ(T ) + 2fδ(T ) = (N − 3)(N − 4)
N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (13)

fδ(T )− fα(T ) = (N − 3)(N − 4)

(
N∑
i=1

(
d+i
2

)
− 3

5

(
N

3

))
.(14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíà ñ äâóìÿ âûõîäÿùèìè èç íåå äóãàìè âñòðå÷à-
åòñÿ ïî îäíîìó ðàçó â 5-öèêëàõ òèïà β è γ, è ïî äâà ðàçà â öèêëàõ òèïà
δ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, i-àÿ âåðøèíà âõîäèò â êà÷åñòâå òàêîé âåðøèíû â

(N − 3)(N − 4)
(d+i

2

)
ðàçëè÷íûõ 5-öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî (13).
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

fα(T ) + fβ(T ) + fγ(T ) + fδ(T ) = 12

(
N

5

)
. (15)

Èç ðàâåíñòâ (13) è (15) ñëåäóåò (14). □

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ýéëåðîâà òóðíèðà T ∈ Ξ2n+1 âûïîëíåíî

fδ(T )− fα(T ) =
1

5
(2n+ 1)(2n− 3)n(n− 1)(n− 3), (16)

fβ(T ) + 3fδ(T ) =
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)2n(n− 1), (17)

fγ(T )− fδ(T ) =
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)n(n− 1). (18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (16) ñîâïàäàåò ñ (14) â ñëó÷àå ýéëåðîâûõ
îðèåíòàöèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (17) ðàññìîòðèì öåïü èç òðåõ äóã, îðè-
åíòèðîâàííóþ òàê, ÷òî äâå âíóòðåííèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ èñòîêîì è
ñòîêîì. Òàêàÿ êîíôèãóðàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ òðè ðàçà â 5-öèêëå òèïà δ è
îäèí ðàç â öèêëå òèïà β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå ÷èñëî 5-öèêëîâ ñ òà-
êîé êîíôèãóðàöèé ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì äóãó
(2n + 1)n ñïîñîáàìè. Âûáåðåì ïî îäíîé äóãå èç èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà è
âõîäÿùèõ â êîíåö âûáðàííîé äóãè (n−1)2 ñïîñîáàìè. Ñðåäè âûáðàííûõ
òàêèì îáðàçîì öåïåé äëèíû 3 âñòðåòÿòñÿ çàìêíóòûå. Èõ fb(T ) øòóê.
Îñòàåòñÿ âûáðàòü ïîñëåäíþþ âåðøèíó 5-öèêëà (2n − 3) ñïîñîáàìè. Òà-
êèì îáðàçîì, èç Ñëåäñòâèÿ 1 èìååì

fβ(T ) + 3fδ(T ) = ((2n+ 1)n(n− 1)2 − fb(T ))(2n− 3)

=
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)2n(n− 1).

Ðàâåíñòâî (18) âûòåêàåò èç (13) è (17). □

5 4-öèêëû â îðèåíòàöèÿõ ïîëíûõ äâóäîëüíûõ ãðàôîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΘN,d ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòàöèé ïîëíîãî äâóäîëü-
íîãî ãðàôà KN,N ñî ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ d, à ÷åðåç Θ2n âñå
ýéëåðîâû îðèåíòàöèè ãðàôà K2n,2n.

Ïðåäëîæåíèå 8. Äëÿ ëþáîé îðèåíòàöèè E ∈ ΘN,d âûïîëíåíî

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) = (N − 1)
2N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (19)

fA(E)− fD(E) =

(
N

2

)2

− (N − 1)
2N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíà ñ äâóìÿ âûõîäÿùèìè èç íåå äóãàìè âñòðå÷à-
åòñÿ ïî îäíîìó ðàçó â 4-öèêëàõ òèïà B è C, è ïî äâà ðàçà â öèêëàõ òèïà
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D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, i-àÿ âåðøèíà âõîäèò â êà÷åñòâå òàêîé âåðøèíû â

(N − 1)
(d+i

2

)
ðàçëè÷íûõ 4-öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî (19).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

fA(E) + fB(E) + fC(E) + fD(E) =

(
N

2

)2

. (21)

Èç ðàâåíñòâ (19) è (21) ñëåäóåò (20). □

Ñëåäñòâèå 7. Äëÿ ëþáîé ýéëåðîâîé îðèåíòàöèè E ∈ Θ2n âûïîëíåíî

fA(E)− fD(E) = n2(2n− 1),

fB(E) + 4fD(E) = 4n2(n− 1)2,

fC(E)− 2fD(E) = 2n2(n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì öåïü èç òðåõ äóã, îðèåíòèðîâàííóþ òàê,
÷òî äâå âíóòðåííèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ èñòîêîì è ñòîêîì. Òàêàÿ êîíôè-
ãóðàöèÿ âñòðå÷àåòñÿ ÷åòûðå ðàçà â 4-öèêëå òèïà D è îäèí ðàç â öèêëå
òèïà B. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáùåå ÷èñëî 4-öèêëîâ ñ òàêîé êîíôèãóðà-
öèé ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûáåðåì äóãó 4n2 ñïîñîáà-
ìè. Âûáåðåì ïî îäíîé äóãå èç èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà è âõîäÿùèõ â êîíåö
âûáðàííîé äóãè (n−1)2 ñïîñîáàìè. Ýòè òðè äóãè åäèíñòâåííûì îáðàçîì
çàìûêàþòñÿ â 4-öèêë. □

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ýéëåðîâîé îðèåíòàöèè E ∈ Θ2n âûïîëíåíî

fA(E) ≤ n4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñëåäñòâèÿ 7 èìååì, ÷òî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå
fA(E) äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìóìå fD(E). Íàéäåì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ
fD(E) äëÿ ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè E.
Äëÿ êàæäîé ïàðû âåðøèí u, v îðèåíòàöèè E î÷åâèäíû îöåíêè:

0 ≤ |N+(u) ∩N+(v)| ≤ n. (22)

Çàìåòèì, ÷òî ∑
u,v∈V K2n,2n

|N+(u) ∩N+(v)| = 4n

(
n

2

)
,

òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà âíîñèò âêëàä
(
n
2

)
â ýòó ñóììó. Èç ïðåä-

ëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìàêñèìèçàöèè fD(E) íåîáõîäèìî ìàêñèìè-
çèðîâàòü ∑

u,v∈V K2n,2n

|N+(u) ∩N+(v)|2. (23)

Ìàêñèìóì âûðàæåíèÿ (23) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (22) äîñòèãàåòñÿ, åñëè ñðå-
äè ìîùíîñòåé âñåõ ïàð ïåðåñå÷åíèé âûõîäÿùèõ îêðåñòíîñòåé n âñòðå÷à-
åòñÿ 4

(
n
2

)
ðàç, à îñòàëüíûå ìîùíîñòè ðàâíû 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

fD(E) ≤ 4

(
n

2

)2

.
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Òåïåðü âíîâü èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 7, ñâÿçûâàþùåå fA(E) è fD(E), ïî-
ëó÷àåì èñêîìóþ îöåíêó. □

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà îðèåíòàöèÿ E ∈ Θ2n, äëÿ êîòîðîé

fA(E) = n4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñëåäóåò ÷òî îöåíêà ìî-
æåò äîñòèãàòüñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî âåðøèí äâóäîëüíîãî
ãðàôà óäàñòñÿ ðàçáèòü íà 4 ïîäìíîæåñòâà S1, S2, S3, S4, âíóòðè êîòî-
ðûõ äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ìíîæåñòâî N+(v) îäíî è òî æå. Òàêàÿ îðè-
åíòàöèÿ ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
Ïóñòü S1, S2, S3, S4 - ðàçáèåíèå 4n âåðøèí ïóñòîãî ãðàôà G íà 4

ìíîæåñòâà îäèíàêîâîé ìîùíîñòè n. Äîáàâèì â ãðàô G äóãè:

{(u, v) | u ∈ S1, v ∈ S2},
{(u, v) | u ∈ S2, v ∈ S3},
{(u, v) | u ∈ S3, v ∈ S4},
{(u, v) | u ∈ S4, v ∈ S1}.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïîëó÷èâøèéñÿ ãðàô G � äâóäîëüíûé ñ äîëÿìè
S1∪S3 è S2∪S4. Ïåðåñå÷åíèå îêðåñòíîñòåé èìååò ìîùíîñòü n äëÿ âåðøèí
èç îäíîãî ìíîæåñòâà è ìîùíîñòü 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çíà÷èò, íà ãðàôå
G èñêîìàÿ îöåíêà äîñòèãíóòà. □

6 4-öèêëû â îðèåíòàöèÿõ ãèïåðêóáîâ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ΦN,d ìíîæåñòâî âñåõ îðèåíòàöèé ãðàôà N -ìåðíîãî
ãèïåðêóáà QN ñî ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ d, à ÷åðåç Φ2n âñå ýé-
ëåðîâû îðèåíòàöèè ãðàôà Q2n.

Ïðåäëîæåíèå 9. Äëÿ ëþáîé îðèåíòàöèè E ∈ ΦN,d âûïîëíåíî

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) =

2N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (24)

fA(E)− fD(E) = 2N−2

(
N

2

)
−

2N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðøèíà ñ äâóìÿ âûõîäÿùèìè èç íåå äóãàìè âñòðå÷à-
åòñÿ ïî îäíîìó ðàçó â 4-öèêëàõ òèïà B è C, è ïî äâà ðàçà â öèêëàõ òèïà
D. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, i-àÿ âåðøèíà âõîäèò â êà÷åñòâå òàêîé âåðøèíû â(d+i

2

)
ðàçëè÷íûõ 4-öèêëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî (24).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

fA(E) + fB(E) + fC(E) + fD(E) = 2N−2

(
N

2

)
. (26)
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Èç ðàâåíñòâ (24) è (26) ñëåäóåò (25). □

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ëþáîé ýéëåðîâîé îðèåíòàöèè E ∈ Ψ2n âûïîëíåíî

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) = 22n
(
n

2

)
,

fA(E)− fD(E) = 22n−2n.

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ ëþáîé ýéëåðîâîé îðèåíòàöèè E ∈ Ψ2n âûïîëíåíî

22n−2n ≤ fA(E) ≤ 22n−2n2.

Òåîðåìà 5. Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò îðèåíòàöèÿ E ∈ Φ2n, äëÿ êîòî-
ðîé

fA(E) = 22n−2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåä¼ì ïðèìåð òàêîé îðèåíòàöèè. Ðàññìîòðèì îðè-
åíòàöèþ â Q2n ïîëó÷àåìóþ âîçâåäåíèåì êîíòóðà C äëèíû 4 (öèêëà òèïà
A) â ñòåïåíü n.
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ýêçåìïëÿðîâ C â ïîëó÷èâøåéñÿ îðèåíòàöèè.

Äëÿ êàæäîãî èç n íàïðàâëåíèé â ïîëó÷èâøåìñÿ òîðå áóäåì èìåòü 22n−2

êîíòóðîâ C ôèêñèðîâàíî íàïðàâëåíèÿ.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè öèêë äëèíû 4 îáðàçîâàí ð¼áðàìè ðàçëè÷-

íûõ ýêçåìïëÿðîâ C, òî ïðîòèâîïîëîæíûå ð¼áðà â òàêîì öèêëå ñîíàïðàâ-
ëåíû, à çíà÷èò, òèï ðàññìàòðèâàåìîãî öèêëà íå A. □

Òåîðåìà 6. Äëÿ ëþáîãî n ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííàÿ ñ òî÷íîñòüþ
äî èçîìîðôèçìà îðèåíòàöèÿ E ∈ Φ2n, äëÿ êîòîðîé

fA(E) = 22n−2n2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîñòèæèìîñòè âåðõíåé îöåíêè â Ñëåäñòâèè 9 äî-
ñòàòî÷íî ïîëó÷èòü îðèåíòàöèþ, íå ñîäåðæàùóþ 4-öèêëîâ òèïà B è C.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè õîòÿ áû îäíà ïàðà ïðîòèâîïîëîæíûõ ð¼áåð â öèê-
ëå ñîíàïðàâëåíà, òî äàííûé öèêë èìååò òèï ëèáî B, ëèáî C. Òàêèì
îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü îðèåíòàöèþ Q2n, â êîòîðîé â êàæäîì
4-öèêëå ïðîòèâîïîëîæíûå ð¼áðà îðèåíòèðîâàíû íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó.
Òàêàÿ îðèåíòàöèÿ ñòðîèòñÿ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà
ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ðàçîáü¼ì âñå 2n íàïðàâëåíèé â êóáå íà äâà ðàâíîìîùíûõ ìíîæåñòâà

R1 è R2. Òåïåðü äëÿ âñåõ âåðøèí Q2n ÷¼òíîãî âåñà ïîëàãàåì, ÷òî âñå
èñõîäÿùèå äóãè èìåþò íàïðàâëåíèÿ èç R1, à âõîäÿùèå � íàïðàâëåíèÿ
èçR2. Äëÿ âñåõ âåðøèíQ2n íå÷¼òíîãî âåñà íàïðîòèâ: âñå èñõîäÿùèå äóãè
èìåþò íàïðàâëåíèÿ èç R2, à âõîäÿùèå � íàïðàâëåíèÿ èç R1. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî â òàêîé îðèåíòàöèè ð¼áðà îäíîãî íàïðàâëåíèÿ â êàæäîì 4-
öèêëå áóäóò îðèåíòèðîâàíû íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó. □
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Â çàêëþ÷åíèå õîòåëîñü áû îáðàòèòü âíèìàíèå ÷èòàòåëÿ íà ðÿä âîïðî-
ñîâ è ãèïîòåç, âîçíèêàþùèõ â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ.
Äâå îðèåíòàöèè ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G íàçûâàþòñÿ k-ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè îäíó èç äðóãîé ìîæíî ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîé çà-
ìåíû îðèåíòàöèé íà ïðîòèâîïîëîæíûå â êîíòóðàõ äëèíû k. Ïîíÿòíî,
÷òî äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè íåîáõîäèìî ñîâïàäåíèå ïîëóñòåïåíåé èñõîäà è
çàõîäà âî âñåõ âåðøèíàõ òîé è äðóãîé îðèåíòàöèè. Åñëè íå îãðàíè÷è-
âàòü ñåáÿ êîíòóðàìè ôèêñèðîâàííîé äëèíû, òî îòìå÷åííîå óñëîâèå ñòà-
íîâèòñÿ è äîñòàòî÷íûì äëÿ ýêâèâàëåíòíîñòè, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòü-
ñÿ. Ïðè èçó÷åíèè ÷èñëà êîíòóðîâ ìàëîé äëèíû (â ÷àñòíîñòè, íèæíèõ
îöåíîê äëÿ äàííîãî ÷èñëà) ìû èñõîäèì èç òîãî ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî äëÿ
k-ýêâèâàëåíòíîñòè ëþáûõ äâóõ ýéëåðîâûõ îðèåíòàöèé îäíîãî è òîãî æå
ãðàôà íåîáõîäèìî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî k-êîíòóðà â êàæäîé èç
íèõ. Êàæåòñÿ åñòåñòâåííûì ïîëàãàòü, ÷òî ÷åì áîëüøå k-êîíòóðîâ, òåì
âûøå âåðîÿòíîñòü ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñêàæåì, äëÿ ñèëüíî ñâÿçíûõ òóð-
íèðîâ èçâåñòíî ([7], Òåîðåìà 9.29), ÷òî êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò êîíòó-
ðû âñåõ äëèí îò 3 äî ïîðÿäêà òóðíèðà. Îäíàêî íåèçâåñòíî, áóäóò ëè
k-ýêâèâàëåíòíû ëþáûå äâà èç íèõ, èìåþùèå îäèíàêîâûå íàáîðû ïî-
ëóñòåïåíåé. Òàêæå íåáåçûíòåðåñíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîëíûì èíâàðèàíòîì
ïðîèçâîëüíîãî òóðíèðà ñïåêòð òèïîâ åãî öèêëîâ âñåõ âîçìîæíûõ äëèí.
Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò äàííóþ ãèïîòåçó äëÿ ìàëûõ
ïîðÿäêîâ. Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî íèæíÿÿ
îöåíêà äëÿ ÷èñëà 4-êîíòóðîâ äëÿ âñåõ òðåõ ðàññìîòðåííûõ íàìè êëàñ-
ñîâ îðèåíòàöèé äîñòèãàåòñÿ ñðàçó íà íåñêîëüêèõ ïðèìåðàõ.
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