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Abstract: In this paper we investigate estimates for number of 3-,
4- and 5-circuits in eulerian tournaments and 4-circuits in eulerian
orientations of complete bipartite graphs and hypercubes. By using
obtained relations, we prove uniqueness (up to isomorphism) of
orientations, which reach maximum number of 4-circuits in all
graph families mentioned above.
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1 Введение

Ориентацией графа G назовем орграф, получаемый из G заменой
каждого ребра vu на ровно одну из дуг vu или uv. В статье для широких
классов графов изучается число контуров малой длины (3, 4 и 5) в со-
ответствующих эйлеровых ориентациях. Две ориентации произвольного
графа G называются изоморфными, если одну из другой можно полу-
чить действием какого-либо автоморфизма графа G. Авторам хотелось
бы понять, как связаны свойства графа со свойствами его ориентаций,
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Рис. 1. Типы ориентаций 3-циклов.

в частности - с количествами контуров в них разной длины. Главный
вопрос - при каких условиях упомянутые количества позволяют граф
однозначно определить (с точностью до изоморфизма). Также для нас
вдохновляющими были исследования [1, 2, 3], связывающие тему ори-
ентаций графов с исследованием совершенных структур. Везде в даль-
нейшем мы будем иметь дело только с регулярными связными графами
четной степени, причем рассматриваемые ориентации будут в основном
эйлеровыми, то есть такими, у которых во всех вершинах полустепени
исхода и захода одинаковые. У каждой такой ориентации естественно
обеспечено существование эйлерова цикла. Ранее внимание исследова-
телей было сосредоточено на перечислении различных ориентаций фик-
сированных помеченных графов без учета изоморфизма [4, 5, 6].

Выходящей окрестностью N+(v) вершины v в ориентации графа G
будем называть множество вершин, в которые ведут дуги, начинающи-
еся в v. Аналогично определяется входящая окрестность N−(v). Пусть
множество вершин графа G упорядоченно V (G) = v1, . . . , vn. Для ориен-
тации T графа G определим d+(T ) = (d+1 , . . . , d

+
n ) и d−(T ) = (d−1 , . . . , d

−
n ),

где d+i = |N+(vi)| и d−i = |N−(vi)|, 0 ≤ i ≤ n. Тогда для T определим
степенную последовательность

d(T ) = (d+1 − d
−
1 , . . . , d

+
n − d−n ).

Заметим, что если G является регулярным графом, то по степенной по-
следовательности его ориентации T легко определяются кортежи d+(T )
и d−(T ).

Ориентация полного графа называется турниром. Существуют два
неизоморфных турнира на трех вершинах. Они же являются ориента-
циями 3-цикла (Рис. 1).

Существует 4 попарно неизоморфных турнира на четырех вершинах.
Обозначим через X турнир с d(X) = (−1,−1,+1,+1), через Y + и Y −

турниры с d(Y +) = (−1,−1,−1,+3) и d(Y −) = (−3,+1,+1,+1) соответ-
ственно, а через Z турнир с d(Z) = (−3,−1,+1,+3) (Рис. 2).

Турнир называется полутранзитивным, если его подтурниры, порож-
денные множествами N+(v) и N−(v) являются транзитивными для всех
v.

Предложение 1. Турнир является полутранзитивным тогда и толь-
ко тогда, если он свободен от подтурниров типа Y + и Y −.
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X Y + Y − Z

Рис. 2. Типы 4-турниров.

A B C D

Рис. 3. Типы ориентаций 4-циклов.

α β γ δ

Рис. 4. Типы ориентаций 5-циклов.

Существует по четыре типа ориентации 4-цикла (Рис. 3) и 5-цикла
(Рис. 4).

Обозначим через fλ(T ) количество конфигураций типа λ в ориентации
T графа G. Например, fa(X) = 2.

Предложение 2. Для любой ориентации T графа G выполнено

fD(T ) =
∑

u,v∈V (G)

(
|N+(u) ∩N+(v)|

2

)
. (1)

Ориентация графа G называется эйлеровой, если в каждой вершине
полустепень исхода равна полустепени захода. Для связного графа G
существует эйлерова ориентация тогда и только тогда, когда G является
эйлеровым.

В разделах 2, 3 и 4 рассматриваются 3-, 4- и 5-циклы в турнирах.
Показано, что количества различных ориентаций как 4-циклов, так и
5-циклов в эйлеровых турнирах образуют однопараметрическое множе-
ство. Найдены оценки числа 4-контуров. Доказано, что верхняя оценка
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на число 4-контуров в эйлеровых турнирах достигается на единственном
турнире. В разделе 5 аналогичные результаты для 4-циклов получены
для эйлеровых ориентаций полного двудольного графа. В разделе 6 по-
лучены достижимые оценки на число 4-контуров в эйлеровых ориента-
циях булева куба четной размерности.

2 3-циклы в турнирах

Обозначим через ΥN,d множество всех турниров на N вершинах со
степенной последовательностью d, а через Ξ2n+1 множество всех эйле-
ровых турниров на (2n+ 1) вершине.

Предложение 3. Для любого турнира T ∈ ΥN,d выполнено

fa(T ) =

(
N

3

)
−

N∑
i=1

(
d+i
2

)
,

fb(T ) =

N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (2)

Доказательство. Очевидно, что fa(T ) + fb(T ) =
(
N
3

)
. В i-ой вершине

турнира ровно
(d+i

2

)
пар дуг, выходящих из вершины. Каждая такая пара

порождает ровно один 3-цикл типа b. �

Следствие 1. Для любого эйлерова турнира T ∈ Ξ2n+1 выполнено

fa(T ) =
2n+ 1

3

(
n

2

)
,

fb(T ) = (2n+ 1)

(
n

2

)
.

Обозначим через Ma(N) наибольшее число 3-контуров в турнире сре-
ди всех турниров на N вершинах.

Следствие 2. Для любого n выполнено

Ma(2n+ 1) =
(2n+ 1)n(n− 1)

6
,

Ma(2n) =
n(n2 − 1)

3
.

Доказательство. По неравенству Коши–Буняковского сумма (2) дости-
гает минимума при d+(T ) = (n, . . . , n), если N = 2n + 1, и при d+(T ) =
(n− 1, . . . , n− 1, n, . . . , n), если N = 2n. В первом случае искомое равен-
ство получаем из Следствия 1. Во втором случае имеем

Ma(2n) =

(
2n

3

)
− (n

(
n− 1

2

)
+ n

(
n

2

)
) =

n(n2 − 1)

3
.

�
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3 4-циклы в турнирах

Предложение 4. Для любого турнира T выполнено

fA(T ) = fX(T ), (3)
fB(T ) = fX(T ) + fZ(T ) + 3fY +(T ) + 3fY −(T ),

fC(T ) = fX(T ) + fZ(T ),

fD(T ) = fZ(T ).

Доказательство. Полный граф на четырех вершинах содержит три цик-
ла длины 4. Класс X содержит циклы длины 4 типов A, B и C. Классы
Y + и Y − с содержат по три цикла длины 4 типа B. Класс Z содержит
циклы длины 4 типов B, C и D. �

Следствие 3. Для любого турнира T выполнено

fC(T ) = fA(T ) + fD(T ).

Обозначим через ΥN,d множество всех турниров на N вершинах со
степенной последовательностью d.

Предложение 5. Для любого турнира T ∈ ΥN,d выполнено

fY +(T ) + fZ(T ) =
N∑
i=1

(
d+i
3

)
, (4)

fY −(T ) + fZ(T ) =

N∑
i=1

(
d−i
3

)
, (5)

fX(T ) + fY +(T ) =
1

2

N∑
i=1

(

(
d−i
2

)
d+i −

(
d+i
3

)
), (6)

fX(T ) + fY −(T ) =
1

2

N∑
i=1

(

(
d+i
2

)
d−i −

(
d−i
3

)
). (7)

Доказательство. Рассмотрим конфигурацию: вершина и три исходя-
щих из нее дуги. С одной стороны, среди 4-клик такая конфигурация
входит по одному разу в клики типа Y + и Z. С другой стороны, из
i-ой вершины выходит

(d+i
3

)
таких конфигураций. Отсюда получаем ра-

венство (4). Аналогично, рассматривая вершину и три входящих в нее
дуги, получаем равенство (5).

Рассмотрим конфигурацию: вершина, две входящих и одна исходящая
из нее дуга. Такая конфигурация встречается два раза в X, три раза в
Y + и один раз в Z. С другой стороны, из i-ой вершины выходит

(d−i
2

)
d+i

таких конфигураций. Следовательно,

2fX(T ) + 3fY +(T ) + fZ(T ) =

N∑
i=1

(
d−i
2

)
d+i . (8)
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Вычитая равенство (4) из (8) получаем искомое равенство (6). Анало-
гично доказывается равенство (7). �

Следствие 4. Для любого эйлерова турнира T ∈ Ξ2n+1 выполнено

fY −(T ) = fY +(T ), (9)

fY −(T ) + fZ(T ) = (2n+ 1)

(
n

3

)
,

fX(T ) + fY −(T ) = (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (10)

Доказательство. (9) вытекает из равенства правых частей равенств (4)
и (5) для эйлеровых турниров. �

Предложение 6. Для любого турнира T ∈ ΥN,d выполнено

0 ≤ fY +(T ) ≤
N∑
i=1

Ma(d
+
i ),

0 ≤ fY −(T ) ≤
N∑
i=1

Ma(d
−
i ).

Доказательство. Вершина турнира и концы трех исходящих из этой
вершины дуг образуют в турнире 4-клику типа Y + тогда и только тогда,
когда концы этих трех дуг образуют 3-контур. Следовательно, 4-клик
типа Y + с истоком в i-ой вершине не может быть больше, чем Ma(d

+
i ).

Аналогично с 4-кликами типа Y −. �

Следствие 5. Для любого эйлерова турнира T ∈ Ξ2n+1 выполнено

0 ≤ fY −(T ) = fY +(T ) ≤ (2n+ 1)Ma(n).

Из равенств (3) и (10) и Следствия 5 получаем следующие оценки на
число 4-контуров в эйлеровых турнирах.

Следствие 6. Для любого эйлерова турнира T ∈ Ξ2n+1 выполнено

(2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
− (2n+ 1)Ma(n) ≤ fA(T ) ≤ (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (11)

Для любого n ≤ 6 в Ξ2n+1 мы нашли турниры, достигающие нижней
оценки (11).

Теорема 1. Для любого n существует и единственный с точностью
до изоморфизма эйлеров турнир T ∈ Ξ2n+1, для которого

fA(T ) = (2n+ 1)

(
n+ 1

3

)
. (12)

Доказательство. Равенство (12) достигается в случае, когда fY −(T ) =
fY +(T ) = 0. Следовательно, по Предложению 1 достаточно доказать, что
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эйлеров полутранзитивный турнир единственный. Действительно, рас-
смотрим какой-либо эйлеров полутранзитивный турнир порядка (2n +
1). Выберем какую-то его вершину v и припишем ей метку 0. Все вер-
шины из N+(v) имеют естественное упорядочение в соответствии с тем
транзитивным подтурниром, который они порождают. Занумеруем их
числами от 1 до n так, чтобы дуги шли от меньших номеров к боль-
шим. Аналогично поступим с вершинами из N−(v), занумеровав их от
(n + 1) до 2n. Пусть j > i. Докажем, что в турнире Т дуга из вер-
шины с номером i идет в вершину с номером j тогда и только тогда,
когда выполняется условие |j − i| < (n + 1). Если оба числа i и j одно-
временно принадлежат N+(v) или N−(v), то соотношение выполняется
автоматически. Если же они принадлежат разным множествам, то нам
поможет индуктивное рассуждение. Заметим, что для вершины v, име-
ющей метку 0, условие выполнено по построению. Вершина с меткой n
уже насыщена входящими дугами (начиная с этого места мы пользуемся
только эйлеровостью графа), значит все оставшиеся ее дуги - исходящие.
Аналогично можно восстановить все исходящие дуги из вершины с мет-
кой 2n. Переходя от метки i к метке (i + n) mod (2n+ 1) мы обойдем
все вершины графа и убедимся в том, что условие везде выполнено. Та-
ким образом, полутранзитивный турнир восстанавливается однозначно
и, следовательно, он единственный. Заметим, данный турнир имеет цик-
лическую группу автоморфизмов, то есть является циркулянтом. �

4 5-циклы в турнирах

Предложение 7. Для любого турнира T ∈ ΥN,d выполнено

fβ(T ) + fγ(T ) + 2fδ(T ) = (N − 3)(N − 4)
N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (13)

fδ(T )− fα(T ) = (N − 3)(N − 4)(

N∑
i=1

(
d+i
2

)
− 3

5

(
N

3

)
).(14)

Доказательство. Вершина с двумя выходящими из нее дугами встреча-
ется по одному разу в 5-циклах типа β и γ, и по два раза в циклах типа
δ. С другой стороны, i-ая вершина входит в качестве такой вершины в
(N − 3)(N − 4)

(d+i
2

)
различных 5-циклов. Следовательно, верно (13).

Нетрудно видеть, что

fα(T ) + fβ(T ) + fγ(T ) + fδ(T ) = 12

(
N

5

)
. (15)

Из равенств (13) и (15) следует (14). �
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Теорема 2. Для любого эйлерова турнира T ∈ Ξ2n+1 выполнено

fδ(T )− fα(T ) =
1

5
(2n+ 1)(2n− 3)n(n− 1)(n− 3), (16)

fβ(T ) + 3fδ(T ) =
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)2n(n− 1), (17)

fγ(T )− fδ(T ) =
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)n(n− 1). (18)

Доказательство. Равенство (16) совпадает с (14) в случае эйлеровых
ориентаций. Для доказательства (17) рассмотрим цепь из трех дуг, ори-
ентированную так, что две внутренние вершины являются истоком и
стоком. Такая конфигурация встречается три раза в 5-цикле типа δ и
один раз в цикле типа β. С другой стороны, общее число 5-циклов с та-
кой конфигураций можно посчитать следующим образом. Выберем дугу
(2n + 1)n способами. Выберем по одной дуге из исходящих из начала и
входящих в конец выбранной дуги (n−1)2 способами. Среди выбранных
таким образом цепей длины 3 встретятся замкнутые. Их fb(T ) штук.
Остается выбрать последнюю вершину 5-цикла (2n − 3) способами. Та-
ким образом, из Следствия 1 имеем

fβ(T ) + 3fδ(T ) = ((2n+ 1)n(n− 1)2 − fb(T ))(2n− 3)

=
1

2
(2n+ 1)(2n− 3)2n(n− 1).

Равенство (18) вытекает из (13) и (17). �

5 4-циклы в ориентациях полных двудольных графов

Обозначим через ΘN,d множество всех ориентаций полного двудоль-
ного графа KN,N со степенной последовательностью d, а через Θ2n все
эйлеровы ориентации графа K2n,2n.

Предложение 8. Для любой ориентации E ∈ ΘN,d выполнено

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) = (N − 1)
2N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (19)

fA(E)− fD(E) =

(
N

2

)2

− (N − 1)

2N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (20)

Доказательство. Вершина с двумя выходящими из нее дугами встреча-
ется по одному разу в 4-циклах типа B и C, и по два раза в циклах типа
D. С другой стороны, i-ая вершина входит в качестве такой вершины в
(N − 1)

(d+i
2

)
различных 4-циклов. Следовательно, верно (19).

Нетрудно видеть, что

fA(E) + fB(E) + fC(E) + fD(E) =

(
N

2

)2

. (21)
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Из равенств (19) и (21) следует (20). �

Следствие 7. Для любой эйлеровой ориентации E ∈ Θ2n выполнено

fA(E)− fD(E) = n2(2n− 1),

fB(E) + 4fD(E) = 4n2(n− 1)2,

fC(E)− 2fD(E) = 2n2(n− 1).

Доказательство. Рассмотрим цепь из трех дуг, ориентированную так,
что две внутренние вершины являются истоком и стоком. Такая конфи-
гурация встречается четыре раза в 4-цикле типа D и один раз в цикле
типа B. С другой стороны, общее число 4-циклов с такой конфигура-
ций можно посчитать следующим образом. Выберем дугу 4n2 способа-
ми. Выберем по одной дуге из исходящих из начала и входящих в конец
выбранной дуги (n−1)2 способами. Эти три дуги единственным образом
замыкаются в 4-цикл. �

Теорема 3. Для любой эйлеровой ориентации E ∈ Θ2n выполнено

fA(E) ≤ n4.
Доказательство. Из следствия 7 имеем, что максимальное значение fA(E)
достигается при максимуме fD(E). Найдем верхнюю оценку для fD(E)
для произвольной ориентации E.

Для каждой пары вершин u, v ориентации E очевидны оценки:

0 ≤ |N+(u) ∩N+(v)| ≤ n. (22)

Заметим, что ∑
u,v∈V K2n,2n

|N+(u) ∩N+(v)| = 4n

(
n

2

)
,

так как каждая вершина графа вносит вклад
(
n
2

)
в эту сумму. Из пред-

ложения 1 следует, что для максимизации fD(E) необходимо максими-
зировать ∑

u,v∈V K2n,2n

|N+(u) ∩N+(v)|2. (23)

Максимум выражения (23) при ограничениях (22) достигается, если сре-
ди мощностей всех пар пересечений выходящих окрестностей n встреча-
ется 4

(
n
2

)
раз, а остальные мощности равны 0. Отсюда следует, что

fD(E) ≤ 4

(
n

2

)2

.

Теперь вновь используя следствие 7, связывающее fA(E) и fD(E), по-
лучаем искомую оценку. �

Теорема 4. Для любого n существует и единственная с точностью
до изоморфизма ориентация E ∈ Θ2n, для которой

fA(E) = n4.
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Доказательство. Из доказательства теоремы 3 следует что оценка мо-
жет достигаться только в случае, если множество вершин двудольного
графа удастся разбить на 4 подмножества S1, S2, S3, S4, внутри кото-
рых для каждой вершины v множество N+(v) одно и то же. Такая ори-
ентация строится однозначно с точностью до изоморфизма следующим
образом.

Пусть S1, S2, S3, S4 - разбиение 4n вершин пустого графа G на 4
множества одинаковой мощности n. Добавим в граф G дуги:

{(u, v) | u ∈ S1, v ∈ S2},
{(u, v) | u ∈ S2, v ∈ S3},
{(u, v) | u ∈ S3, v ∈ S4},
{(u, v) | u ∈ S4, v ∈ S1}.

Нетрудно видеть, что получившийся граф G — двудольный с долями
S1∪S3 и S2∪S4. Пересечение окрестностей имеет мощность n для вершин
из одного множества и мощность 0 в противном случае. Значит, на графе
G искомая оценка достигнута. �

6 4-циклы в ориентациях гиперкубов

Обозначим через ΦN,d множество всех ориентаций графа N -мерного
гиперкуба QN со степенной последовательностью d, а через Φ2n все эй-
леровы ориентации графа Q2n.

Предложение 9. Для любой ориентации E ∈ ΦN,d выполнено

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) =

2N∑
i=1

(
d+i
2

)
, (24)

fA(E)− fD(E) = 2N−2
(
N

2

)
−

2N∑
i=1

(
d+i
2

)
. (25)

Доказательство. Вершина с двумя выходящими из нее дугами встреча-
ется по одному разу в 4-циклах типа B и C, и по два раза в циклах типа
D. С другой стороны, i-ая вершина входит в качестве такой вершины в(d+i

2

)
различных 4-циклов. Следовательно, верно (24).

Нетрудно видеть, что

fA(E) + fB(E) + fC(E) + fD(E) = 2N−2
(
N

2

)
. (26)

Из равенств (24) и (26) следует (25). �

Следствие 8. Для любой эйлеровой ориентации E ∈ Ψ2n выполнено

fB(E) + fC(E) + 2fD(E) = 22n
(
n

2

)
,

fA(E)− fD(E) = 22n−2n.
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Следствие 9. Для любой эйлеровой ориентации E ∈ Ψ2n выполнено

22n−2n ≤ fA(E) ≤ 22n−2n2.

Теорема 5. Для любого n существует ориентация E ∈ Φ2n, для кото-
рой

fA(E) = 22n−2n.

Доказательство. Приведём пример такой ориентации. Рассмотрим ори-
ентацию в Q2n получаемую возведением контура C длины 4 (цикла типа
A) в степень n.

Посчитаем количество экземпляров C в получившейся ориентации.
Для каждого из n направлений в получившемся торе будем иметь 22n−2

контуров C фиксированноо направления.
Нетрудно видеть, что если цикл длины 4 образован рёбрами различ-

ных экземпляров C, то противоположные рёбра в таком цикле сонаправ-
лены, а значит, тип рассматриваемого цикла не A. �

Теорема 6. Для любого n существует и единственная с точностью
до изоморфизма ориентация E ∈ Φ2n, для которой

fA(E) = 22n−2n2.

Доказательство. Для достижимости верхней оценки в Следствии 9 до-
статочно получить ориентацию, не содержащую 4-циклов типа B и C.
Заметим, что если хотя бы одна пара противоположных рёбер в цик-
ле сонаправлена, то данный цикл имеет тип либо B, либо C. Таким
образом, необходимо построить ориентацию Q2n, в которой в каждом
4-цикле противоположные рёбра ориентированы навстречу друг другу.
Такая ориентация строится однозначно с точностью до изоморфизма
следующим образом.

Разобъём все 2n направлений в кубе на два равномощных множества
R1 и R2. Теперь для всех вершин Q2n чётного веса полагаем, что все
исходящие дуги имеют направления из R1, а входящие — направления
изR2. Для всех вершинQ2n нечётного веса напротив: все исходящие дуги
имеют направления из R2, а входящие — направления из R1. Нетрудно
видеть, что в такой ориентации рёбра одного направления в каждом 4-
цикле будут ориентированы навстречу друг другу. �

7 Заключение

В заключение хотелось бы обратить внимание читателя на ряд вопро-
сов и гипотез, возникающих в результате проведенного исследования.
Две ориентации произвольного графа G называются k-эквивалентными,
если одну из другой можно получить в результате последовательной за-
мены ориентаций на противоположные в контурах длины k. Понятно,
что для эквивалентности необходимо совпадение полустепеней исхода и
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захода во всех верщинах той и другой ориентации. Если не ограничи-
вать себя контурами фиксированной длины, то отмеченное условие ста-
новится и достаточным для эквивалентности, в чем нетрудно убедиться.
Изучая число контуров малой длины мы исходим из того соображения,
что для k-эквивалентности ориентаций необходимо существование хо-
тя бы одного k-контура в каждой из них. Чем больше контуров, тем
выше вероятность эквивалентности. Скажем, для сильно связных тур-
ниров известно ([7], Теорема 9.29), что каждый из них содержит конту-
ры всех длин от 3 до порядка турнира. Однако неизвестно, будут ли
k-эквивалентны любые два из них, имеющие одинаковые наборы по-
лустепеней. Также небезынтересно, является ли полным инвариантом
произвольного турнира спектр типов его циклов всех возможных длин.
Проведенные исследования подтверждают данную гипотезу для малых
порядков. Компьютерные эксперименты также показали, что нижняя
оценка для числа 4-контуров для всех трех рассмотренных нами клас-
сов ориентаций достигается сразу на нескольких примерах.
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