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Abstract. In this paper the computational complexity of the problem

of determining the compatibility of systems of equations without constants

over an arbitrary �xed �nite graph is studied. In this case, the graph is

�xed, and the input is an arbitrary system of equations in the graph

language without constants. A criterion is given for NP-completeness

and polynomial decidability of this problem. Also its generic decidability

in polynomial time is proved.
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1. Ââåäåíèå

Ðåøåíèå óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé íàä âåùåñòâåííûìè, êîìïëåêñíûìè,
ðàöèîíàëüíûìè, öåëûìè ÷èñëàìè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé òåìîé èññëåäîâàíèé â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè â òå÷åíèå óæå íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ëåò. Êëàññè-
÷åñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ìíîæåñòâà ðåøåíèé àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé íàä ïîëÿìè âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Â ðàìêàõ äèîôàí-
òîâîé ãåîìåòðèè è äèîôàíòîâà àíàëèçà èçó÷àþòñÿ ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé íàä öåëûìè è ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â XX âåêå áîëüøóþ ðîëü
íà÷àëè èãðàòü âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû ýòèõ òåîðèé. Èçó÷åíèå àëãîðèòìè÷å-
ñêèõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ îïðåäåëåíèåì íàëè÷èÿ ðåøåíèÿ ó ñèñòåì óðàâíå-
íèé, à òàêæå ñ íàõîæäåíèåì è îïèñàíèåì ìíîæåñòâà ðåøåíèé, ÿâëÿåòñÿ òåìîé
ìíîãî÷èñëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðàêòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé.

Äðóãèì íàïðàâëåíèåì èññëåäîâàíèé, âîçíèêøèì â XX âåêå, ÿâëÿåòñÿ èçó÷å-
íèå è ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé íàä àëãåáðàè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, îòëè÷íûìè
îò êëàññè÷åñêèõ ïîëåé âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è êîëüöà öåëûõ
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÷èñåë. Ê ÿðêèì ðåçóëüòàòàì òàêîãî òèïà ìîæíî îòíåñòè àëãîðèòì Ã. Ñ. Ìà-
êàíèíà [8], ðåøàþùèé ïðîáëåìó ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé â ñâîáîäíûõ
ïîëóãðóïïàõ, à òàêæå ðåçóëüòàò Â. À. Ðîìàíüêîâà [9] î íåðàçðåøèìîñòè ïðî-
áëåìû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé íàä íåêîòîðûìè íèëüïîòåíòíûìè ãðóïïàìè.
Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå óðàâíåíèé íàä ãðóïïàìè è ïåðåíîñ èäåé êëàññè÷åñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïðîèçâîëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñèñòåìû ïðèâåë ê
ïîÿâëåíèþ â ðàáîòàõ Ý. Þ. Äàíèÿðîâîé, À. Ã. Ìÿñíèêîâà è Â. Í. Ðåìåñëåííè-
êîâà óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè [1].

Âàæíåéøèìè îáúåêòàìè èçó÷åíèÿ â äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå
ÿâëÿþòñÿ ãðàôû. Óðàâíåíèÿ íàä ãðàôàìè â äóõå óíèâåðñàëüíîé àëãåáðàè÷å-
ñêîé ãåîìåòðèè èçó÷àëèñü â ðàáîòàõ À. Â. Èëüåâà, Â. Ï. Èëüåâà è Â. Í. Ðåìåñ-
ëåííèêîâà [3, 4, 5, 6]. Â ÷àñòíîñòè, â [5] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà îïðåäåëå-
íèÿ ðàçðåøèìîñòè (ñîâìåñòíîñòè) ñèñòåì óðàâíåíèé íàä êîíå÷íûìè ãðàôàìè
ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Ïðè ýòîì è ñèñòåìà è ãðàô âàðüèðóþòñÿ è ÿâëÿþòñÿ
÷àñòüþ âõîäà. Â [6] áûëà äîêàçàíà NP-ïîëíîòà ïðîáëåìû ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì
óðàâíåíèé áåç êîíñòàíò íàä ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì ïîëíûì p-äîëüíûì ãðà-
ôîì ïðè p ≥ 3 è åå ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïðè p < 3.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì
óðàâíåíèé áåç êîíñòàíò íàä ïðîèçâîëüíûì ôèêñèðîâàííûì êîíå÷íûì ãðàôîì.
Ïðè ýòîì ãðàô ôèêñèðîâàí, à âõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óðàâ-
íåíèé â ÿçûêå ãðàôîâ áåç êîíñòàíò. Äàåòñÿ êðèòåðèé NP-ïîëíîòû è ïîëèíî-
ìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ïðîáëåìû. Òàêæå äîêàçûâàåòñÿ åå ãåíåðè÷åñêàÿ
ðàçðåøèìîñòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ñòàòüè áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû
áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Òàêèå ãðàôû íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Ãðàô G �
ýòî ïàðà (V,E), ãäå V � ìíîæåñòâî âåðøèí, à E ⊆ V × V � ìíîæåñòâî ðåáåð
ãðàôà G. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A ÷åðåç |A| áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ìîùíîñòü.

Êàæäîìó êîíå÷íîìó ãðàôó G = (V,E) ñîïîñòàâèì êîíå÷íóþ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó AG = ⟨V,LG⟩, íîñèòåëü êîòîðîé åñòü ìíîæåñòâî âåðøèí V , à ÿçûê
LG = {E(2),=} ñîñòîèò èç áèíàðíîãî ïðåäèêàòà ñìåæíîñòè âåðøèí E(x, y) è
ïðåäèêàòà ðàâåíñòâà. Ïðåäèêàò ñìåæíîñòè â àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå AG èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáûõ âåðøèí v1, v2 ∈ V èìååò ìåñòî
E(v1, v2) ⇔ (v1, v2) ∈ E. Ïðè÷åì ïðåäèêàò ñìåæíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþ-
ùèì àêñèîìàì:

(1) ∀x ¬E(x, x),
(2) ∀x, y E(x, y) → E(y, x).

Óðàâíåíèåì ÿçûêà ãðàôîâ LG íàçûâàåòñÿ ëèáî ïðåäèêàò E(xi, xj), ëèáî ðà-
âåíñòâî xi = xj . Èíîãäà â ÿçûê äîáàâëÿþò òàêæå âñå ýëåìåíòû íîñèòåëÿ â
êà÷åñòâå êîíñòàíò, òàêîé ÿçûê íàçûâàåòñÿ äèîôàíòîâûì. Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿâ-
ëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà E(xi, vj), E(vi, vj), xi = vj è vi = vj . Îäíàêî â äàííîé
ñòàòüå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèÿ íàä ãðàôàìè â ÿçûêå áåç êîíñòàíò,
ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïîëó÷èòü è â äèîôàíòîâîì
ñëó÷àå. Ñèñòåìà óðàâíåíèé ÿçûêà ãðàôîâ LG îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn åñòü
êîíå÷íûé íàáîð óðàâíåíèé îò ýòèõ ïåðåìåííûõ. Ñèñòåìà óðàâíåíèé S ñîâ-
ìåñòíà íàä ãðàôîì G, åñëè ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñèñòåìû S èç
íîñèòåëÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû AG, ïðè êîòîðûõ êàæäîå óðàâíåíèå èñòèííî
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íàä AG. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáóþ ñèñòåìó S íàä ëþáûì ãðàôîì G ìîæíî ëåãêî
ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíóþ åé ñèñòåìó S′ íàä G (â òîì ñìûñëå, ÷òî îáå ñè-
ñòåìû îäíîâðåìåííî ëèáî ñîâìåñòíû, ëèáî íå ñîâìåñòíû íàä G), èçáàâèâøèñü
îò óðàâíåíèé âèäà xi = xj è îò îäèíàêîâûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè
ïåðåìåííûõ xi è xj) óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñèñòåìû ñîñòîÿò òîëüêî èç ðàçëè÷íûõ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïå-
ðåñòàíîâêè ïåðåìåííûõ xi è xj) óðàâíåíèé âèäà E(xi, xj). Ïðîáëåìà ïðîâåðêè
ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä ãðàôîì G ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âõîäîì
ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé S â ÿçûêå ãðàôîâ. Íóæíî
îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèñòåìà S ñîâìåñòíîé íàä ãðàôîì G.

Ïóñòü èìåþòñÿ äâà ãðàôà G1 = (V1, E1) è G2 = (V2, E2). Îòîáðàæåíèå
φ : V1 → V2 íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà G1 íà ãðàô G2, åñëè äëÿ ëþáûõ
v1, v2 ∈ V1 èç òîãî, ÷òî (v1, v2) ∈ E1 ñëåäóåò, ÷òî (φ(v1), φ(v2)) ∈ E2. Ýòî îïðåäå-
ëåíèå ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ ãîìîìîðôèçìà àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû AG1

íà àëãåáðàè÷åñêóþ ñèñòåìó AG2
. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè φ � ãîìîìîðôèçì ãðà-

ôà G1 íà ãðàô G2, à ψ � ãîìîìîðôèçì ãðàôà G2 íà ãðàô G3, òî ñóïåðïîçèöèÿ
φ ◦ ψ � ãîìîìîðôèçì ãðàôà G1 íà ãðàô G3.

Íàïîìíèì òàêæå, ÷òî ðàñêðàñêîé ãðàôà G âm öâåòîâ íàçûâàåòñÿ ïðèñâàèâà-
íèå êàæäîé âåðøèíå ãðàôà îäíîãî èçm öâåòîâ òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå âåðøèíû,
ñîåäèíåííûå ðåáðîì áûëè ðàñêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Åñëè òàêàÿ ðàñêðàñêà
ñóùåñòâóåò, ãðàô íàçûâàåòñÿ ðàñêðàøèâàåìûì â m öâåòîâ. Õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì ãðàôà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå m òàêîå, ÷òî ãðàô ðàñêðàøèâàåì â m
öâåòîâ.

3. Êðèòåðèé NP-ïîëíîòû

Ïóñòü S � ñèñòåìà óðàâíåíèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Ñîïîñòàâèì ñèñòåìå
S ãðàô G(S) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âåðøèíû ãðàôà G(S) � ýòî ïåðåìåííûå
x1, . . . , xn. Âåðøèíû xi è xj ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â
ñèñòåìå S èìååòñÿ óðàâíåíèå E(xi, xj).

Ëåììà 1. Ñèñòåìà S ñîâìåñòíà íàä ãðàôîì G òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì ãðàôà G(S) íà ãðàô G.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ñèñòåìû S êàê {x1, . . . , xn},
à ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G êàê {v1, . . . , vm}.

Ïóñòü ñèñòåìà S ñîâìåñòíà íàä ãðàôîì G. Òîãäà ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïå-
ðåìåííûõ x1, . . . , xn èç ìíîæåñòâà {v1, . . . , vm}, äëÿ êîòîðûõ âñå óðàâíåíèÿ
ñèñòåìû S èñòèííû íàä G. Ïîëîæèì φ(xi) = vj , ãäå vj � ñîîòâåòñòâóþùåå
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xi, i = 1, . . . , n. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî φ � ãîìîìîðôèçì
ãðàôà G(S) íà ãðàô G.

Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì φ ãðàôà G(S) íà ãðàô G. Òîãäà
φ(xi), i = 1, . . . , n åñòü ðåøåíèå ñèñòåìû S íàä ãðàôîì G. □

Ëåììà 2. Ãðàô G ðàñêðàøèâàåì â m öâåòîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì G íà ïîëíûé ãðàô íà m âåðøèíàõ Km.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì âåðøèíû ãðàôà G ÷åðåç V = {v1, . . . , vn}, à ãðà-
ôà Km ÷åðåç M = {1, . . . ,m}.

Ïóñòü ãðàô G ðàñêðàøèâàåì â m öâåòîâ. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå χ : V →
M ñëåäóþùèì îáðàçîì: χ(vi) = j, ãäå j � íîìåð öâåòà, â êîòîðûé ðàñêðàøåíà
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âåðøèíà vi, i = 1, . . . , n. Ïðîâåðèì, ÷òî χ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà
G íà ãðàô Km. Ïóñòü âåðøèíû vi è vj ãðàôà G ñîåäèíåíû ðåáðîì. Òàê êàê
ðàñêðàñêà ïðàâèëüíàÿ, òî öâåòà âåðøèí vi è vj ðàçíûå, ïîýòîìó χ(vi) ̸= χ(vj)
è âåðøèíû χ(vi) è χ(vj) ñîåäèíåíû ðåáðîì â ãðàôå Km, òàê êàê îí ïîëíûé.

Îáðàòíî, ïóñòü èìååòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðàôà G íà ãðàô Km. Ðàññìîòðèì
ðàñêðàñêó ãðàôà G, çàäàâàåìóþ äëÿ âåðøèíû vi çíà÷åíèåì ãîìîìîðôèçìà
χ(vi), i = 1, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåðøèí vi è vj , ñîåäèíåííûõ ðåáðîì â
ãðàôå G èìååò ìåñòî χ(vi) ̸= χ(vj), òàê êàê â Km íåò ïåòåëü. Ïîëó÷àåòñÿ ïðà-
âèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà G â m öâåòîâ. □

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � ôèêñèðîâàííûé êîíå÷íûé ãðàô ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñ-
ëîì m. Òîãäà åñëè m ≤ 2, òî ïðîáëåìà ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâ-
íåíèé íàä G ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, èíà÷å ýòà ïðîáëåìà NP-
ïîëíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê m � õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G, òî, ïî ëåììå 2,
ñóùåñòâóåò ãîìîìîðôèçì χ ãðàôà G íà ïîëíûé ãðàô Km.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðîáëåìà ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé S íàä G
ýêâèâàëåíòíà ïðîáëåìå ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ãðàô G(S) ðàñêðàøèâàåì â m öâå-
òîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ñèñòåìà G(S) èìååò ðåøåíèå íàä ãðàôîì G. Òîãäà,
ïî ëåììå 1, ñóùåñòâóåò ãîìîìîôèçì φ ãðàôà G(S) íà ãðàô G. Òàêèì îáðàçîì
ñóïåðïîçèöèÿ φ ◦ χ áóäåò ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà G(S) íà ïîëíûé ãðàô Km.
Ïîýòîìó, ïî ëåììå 2, ãðàô G(S) ìîæíî ðàñêðàñèòü â m öâåòîâ.

Îáðàòíî, ïóñòü ãðàô G(S) ìîæíî ðàñêðàñèòü â m öâåòîâ. Ïî ëåììå 2, ñóùå-
ñòâóåò ãîìîìîðôèçì φ ãðàôà G(S) íà ïîëíûé ãðàô Km. Ïîñòðîèì ãîìîìîð-
ôèçì ψ ãðàôà Km íà ãðàô G ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ãðàôà Km íàéäåòñÿ âåðøèíà u ãðàôà
G òàêàÿ, ÷òî χ(u) = v. Òî åñòü u åñòü ïðîîáðàç âåðøèíû v ïðè ãîìîìîôèçìå χ.
Åñëè áû ýòî áûëî íå òàê, òî âåðøèíó v, ó êîòîðîé íåò ïðîîáðàçà ìîæíî áûëî
îòáðîñèòü âìåñòå ñî âñåìè ðåáðàìè, èíöåäåíòíûìè v, è ïîëó÷èòü ãîìîìîðôèçì
ãðàôà G íà ïîëíûé ãðàô Km−1. Çíà÷èò, ïî ëåììå 2, ãðàô G ìîæíî ðàñêðàñèòü
â m− 1 öâåò, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî m � õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí v1 è v2 ãðàôà Km, êîòîðûå,
êîíå÷íî æå ñîåäèíåíû ðåáðîì â Km, íàéäóòñÿ âåðøèíû u1 è u2 ãðàôà G,
ïðîîáðàçû v1 è v2, ñîîòâåòñòâåííî, ñîåäèíåííûå ðåáðîì â G. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî
íå òàê, òîãäà ñäåëàåì ñëåäóþùåå. Ñêëååì âåðøèíû v1 è v2 â ãðàôå Km â îäíó
âåðøèíó, ïðè ýòîì óäàëèì âñå ðåáðà, èõ ñîåäèíÿþùèå, à ðåáðà, ñîåäèíÿþùèå
ýòè äâå âåðøèíû ñ äðóãèìè áóäóò ñîåäèíÿòü íîâóþ âåðøèíó {v1, v2} ñî âñåìè
îñòàëüíûìè. Ïîëó÷èòñÿ ãðàô Km−1. À ãîìîìîðôèçì χ ïîäïðàâèì òàê, ÷òîáû
âñå ïðîîáðàçû âåðøèí v1 è v2 ïåðåõîäèëè â íîâóþ âåðøèíó {v1, v2}. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî ïðè ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ãîìîìîðôèçì ãðàôà G íà ãðàô Km−1. Íî
ýòî, ïî ëåììå 2, îïÿòü ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî m � õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà
G.

Òåïåðü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí v1 è v2 ãðàôà Km íàéäóòñÿ
äâå âåðøèíû u1 è u2 ãðàôà G ñîåäèíåííûå ðåáðîì, òàêèå, ÷òî χ(u1) = v1 è
χ(u2) = v2. Ïîëîæèì ψ(v1) = u1. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ψ ÿâëÿåòñÿ
ãîìîìîðôèçìîì ãðàôà Km íà ãðàô G. Òåïåðü ãîìîìîðôèçì φ ◦ψ ãðàôà G(S)
íà ãðàô G, ïî ëåììå 1, äîêàçûâàåò ñîâìåñòíîñòü ñèñòåìû S íàä ãðàôîì G.



Î ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÍÀÄ ÃÐÀÔÀÌÈ 5

Ïðîáëåìà ïðîâåðêè ðàñêðàñêè ãðàôà â m öâåòîâ ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ïðè m ≤ 2 è NP-ïîëíîé ïðè m > 2 [2]. Îòñþäà ñëåäóåò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. □

Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ïóñòü ãðàô G èìååò m âåðøèí. Òîãäà åñëè äëÿ ñèñòåìû S åå ãðàô
G(S) íåëüçÿ ðàñêðàñèòü â m öâåòîâ, òî ñèñòåìà S íåñîâìåñòíà íàä G.

4. Ãåíåðè÷åñêèé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì

Ïîä ðàçìåðîì ñèñòåìû óðàâíåíèé S â ÿçûêå ãðàôîâ áóäåì ïîíèìàòü ÷èñëî
ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn. Òàê êàê ñèñòåìå S ðàçìåðà n ñîîòâåòñòâóåò ãðàô G(S)
íà n âåðøèíàõ, à ïðîñòûå ãðàôû ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ìàòðèöåé ñìåæíîñòè
(ïðè÷åì äîñòàòî÷íî òîëüêî âåðõíåé åå ïîëîâèíû), áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñèñòåìà
çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè (âåðõíåé åå ïîëîâèíîé). Äëÿ êðàòêîñòè áóäåì
íàçûâàòü âåðõíèå ïîëîâèíû ìàòðèö ñìåæíîñòè ïîëóìàòðèöàìè. Îáîçíà÷èì
÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ ñèñòåì, à ÷åðåç Sn ìíîæåñòâî ñèñòåì ðàçìåðà n.

Ëåììà 4. |Sn| = 2n(n−1)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòîé ïîäñ÷åò. □

Íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ ãåíåðè÷åñêîãî ïîäõîäà [7]. Äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà A ⊆ S îïðåäåëèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ρn(A) =
|An|
|Sn|

, n = 1, 2, 3, . . . ,

ãäå An = A∩Sn � ìíîæåñòâî ñèñòåì èç A ðàçìåðà n. Àñèìïòîòè÷åñêîé ïëîò-
íîñòüþ A íàçîâ¼ì ïðåäåë (åñëè îí ñóùåñòâóåò)

ρ(A) = lim
n→∞

ρn(A).

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè ρ(A) = 1, è ïðåíåáðåæèìûì,
åñëè ρ(A) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî A ãåíåðè÷åñêîå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà S \A
ïðåíåáðåæèìî.

Àëãîðèòì A ñ ìíîæåñòâîì âõîäîâ S è ìíîæåñòâîì âûõîäîâ N∪ {?} íàçûâà-
åòñÿ ãåíåðè÷åñêèì, åñëè

(1) A îñòàíàâëèâàåòñÿ íà âñåõ âõîäàõ èç S;
(2) ìíîæåñòâî {x ∈ S : A(x) = ?} ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì.

Ãåíåðè÷åñêèé àëãîðèòì A âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : S → N, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ S
âûïîëíåíî

(A(x) ̸=?) ⇒ (f(x) = A(x)).

Ïðîáëåìà ðàñïîçíàâàíèÿ ìíîæåñòâà A ⊆ S ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïî-
ëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ãåíåðè÷åñêèé àëãî-
ðèòì, âû÷èñëÿþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâà A. Íàïîìíèì,
÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ìíîæåñòâà A ⊆ S íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ
χA : S → {0, 1}, îïðåäåëåííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

χA(x) =

{
1, åñëè x ∈ A,
0, åñëè x /∈ A.
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Ëåììà 5. Ïóñòü m � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ìíîæåñòâî
ñèñòåì S òàêèõ, ÷òî ãðàô G(S) ñîäåðæèò êëèêó Km, ÿâëÿåòñÿ ãåíåðè÷å-
ñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü, ÷òî ìíîæåñòâî A ñèñòåì, ãðàôû êîòî-
ðûõ íå ñîäåðæàò êëèêó Km, ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
ñèñòåì B, ãðàôû êîòîðûõ èìåþò ñëåäóþùèé âèä. Â êàæäîì ãðàôå ñèñòå-
ìû èç ýòîãî ìíîæåñòâà íà âåðøèíàõ {x1, . . . , xn} çàïðåùåíà êëèêà íà âåðøè-
íàõ {x1, . . . , xm}, êëèêà íà âåðøèíàõ {xm+1, . . . , x2m}, . . ., êëèêà íà âåðøèíàõ
{xm([n/m]−1)+1, . . . , xm[n/m]}. Î÷åâèäíî A ⊆ B.

Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî

|Bn| = 2n(n−1)/2−[ n
m ]m(m−1)/2(2m(m−1)/2 − 1)[

n
m ].

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â ïîëóìàòðèöàõ ñìåæíîñòè ãðàôîâ ñèñòåì èç ìíîæå-
ñòâà B íàä äèàãîíàëüþ �çàïðåùåíû� [n/m] ïîäïîëóìàòðèö ðàçìåðà m, ñîñòîÿ-
ùèõ èç åäèíèö.

Òåïåðü

ρ(B) = lim
n→∞

|Bn|
|Sn|

= lim
n→∞

2n(n−1)/2−[ n
m ]m(m−1)/2(2m(m−1)/2 − 1)[

n
m ]

2n(n−1)/2
=

= lim
n→∞

(2m(m−1)/2 − 1)[
n
m ]

2[n/m]m(m−1)/2
= lim

n→∞

(
1− 1

2m(m−1)/2

)[n/m]

= 0.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ ïðåíåáðåæèìûì, à, çíà÷èò, è åãî
ïîäìíîæåñòâî A òîæå ïðåíåáðåæèìî. □

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ãðàôà G ïðîáëåìà ïðîâåðêè ñîâìåñò-
íîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé íàä G ãåíåðè÷åñêè ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ãðàô G èìååò m âåðøèí. Ïîëèíîìèàëüíûé ãåíåðè÷å-
ñêèé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ïðîáëåìó ïðîâåðêè ñîâìåñòíîñòè ñèñòåì óðàâíåíèé
íàä G áóäåò ðàáîòàòü íà ñèñòåìå S ðàçìåðà n ñëåäóþùèì îáðàçîì.

(1) Èùåò â ãðàôå G(S) êëèêó ðàçìåðà m+ 1. Ýòî äåëàåòñÿ ïåðåáîðîì âñå-
âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ âåðøèí G(S) ðàçìåðà m+1 è ïðîâåðêè òîãî,
÷òî âñå îíè äðóã ñ äðóãîì ñîåäèíåíû ðåáðàìè. ×èñëî òàêèõ ïîäìíî-

æåñòâ C
(m+1)
n ïîëèíîìèàëüíî, òàê êàê ÷èñëî m ôèêñèðîâàíî.

(2) Åñëè êëèêà íàøëàñü, òî âûäàåò îòâåò ¾ÍÅÒ¿.
(3) Åñëè êëèêè íåò, âûäàåò îòâåò ¾ÍÅ ÇÍÀÞ¿.

Êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà ñëåäóåò èç ëåììû 3, òàê êàê åñëè â ãðàôå G(S) åñòü
êëèêà ðàçìåðà m + 1, òî åãî íåëüçÿ ðàñêðàñèòü â m öâåòîâ. Ãåíåðè÷íîñòü àë-
ãîðèòìà ñëåäóåò èç ëåììû 5. □
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