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Abstract: The concept of Π-partition is an analogue of the concept
of normalized formula (a formula in the basis {∨,∧,− } in which
negations are possible only over variables) and concept of Π-schema,
just as these last two concepts are analogues of each other. At
its core, a Π-partition is a kind of "imprint"of a formula in the
Boolean function calculated by this formula and is considered as
a representation of this formula. In order to describe the class of
minimal normalized formulas that calculate linear Boolean functions,
the structure of the Π-partitions representing these formulas has
been clarified.

Keywords: boolean functions, π-schemes, normalized formulas,
lower bounds on the complexity, formula representation.

1 Введение

Задача описания класса всех минимальных схем, реализующих дан-
ную булеву функцию является естественным обобщением задачи полу-
чения нижних оценок сложности таких схем. Последняя известна как
одна из очень трудных задач дискретной математики. В данной статье
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в качестве минимальных схем рассматриваются минимальные (т. е. име-
ющие наименьшее возможное число вхождений переменных) нормали-
зованные формулы, реализующие линейные булевы функции. В случае,
когда число k существенных переменных линейной булевой функции на-
ходится в интервале от 1 до 8 или равно целой степени двойки, известные
к настоящему моменту точные нижние оценки сложности [1, 2, 3, 4, 5]
показывают, что реализующие эту функцию оптимальные формулы Яб-
лонского [6] являются минимальными (под оптимальными формулами
Яблонского мы понимаем как построенные им самим формулы так и во-
обще класс всех формул, построенных по его несколько (естественным
образом) модифицированному алгоритму). Гипотеза состоит в том, что
любая реализующая линейную булеву функцию минимальная нормали-
зованная формула является оптимальной формулой Яблонского.

Справедливость гипотезы при k равном целой степени двойки и при
k = 3, 5 установлена в статьях [7, 8, 9]. Результат был изложен на языке
Π-схем (графических аналогов нормализованных формул). И по своей
сути он является развитием идеи В. М. Храпченко, лежащей в основе
его метода получения нижних оценок сложности этих схем [1, 10, 11]. За-
метим, что все вышеуказанные точные нижние оценки сложности также
были получены на основе этого метода.

Гипотеза справедлива и в оставшихся случаях k = 6, 7 (т. е. когда
также известна точная нижняя оценка сложности). Первый шаг её до-
казательства в этих случаях был сделан в статье [12]. В ней на основе
упомянутой идеи В. М. Храпченко было введено понятие аналога как
Π-схемы так и нормализованной формулы (в дальнейшем просто фор-
мулы), названного Π-разбиением, и разработана некоторая теория пред-
ставлений формул такими разбиениями. Заметим, что эти разбиения в
неявном виде фигурировали во всех (кроме статьи [6]) перечисленных
статьях.

Можно показать, что во всех вышеуказанных случаях (т. е. во всех
случаях когда известна точная нижняя оценка сложности) любая реали-
зующая линейную булеву функцию минимальная формула представима
так называемым совершенным Π-разбиением собственного прямоуголь-
ника этой функции (определения ниже). В настоящей статье установлен
ряд свойств таких разбиений, на основе которых можно будет доказать,
что любая представимая этими разбиениями минимальная формула дей-
ствительно является оптимальной формулой Яблонского.

2 Основные определения и формулировка результатов

Напомним некоторые определения из статьи [12] и дополним их рядом
необходимых новых.

Множество двоичных наборов

Bn = {α = (α1, . . . αi, . . . αn) | αi ∈ {0, 1}, 1 ≤ i ≤ n}
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называется n-мерным единичным кубом или кубом Bn.
Для наборов с единственной единичной компонентой введём следую-

щие обозначения

e1 = (1, 0, . . . 0), e2 = (0, 1, . . . 0), . . . en = (0, . . . 0, 1).

Сумму наборов α, β ∈ Bn определим равенством

α+ β = (α1 ⊕ β1, α2 ⊕ β2, . . . , αn ⊕ βn)
1.

Пару наборов (α, β) ∈ Bn ×Bn называется ребром направления i куба
Bn, если выполнено равенство β = α + ei. При αi = 1 это ребро будем
называть отрицательным, при αi = 0 – положительным; i = 1, . . . , n.
Пара наборов (α, β) ∈ Bn × Bn называется просто ребром куба Bn, если
она является ребром направления i для некоторого i ∈ {1, . . . n}.

Чтобы избежать излишней громоздкости далее будем полагать, что n
произвольное но фиксированное.

Через R обозначим множество всех рёбер куба Bn. Через Ri, R0
i , R

1
i –

множество всех рёбер направления i, множество всех отрицательных рё-
бер направления i и множество всех положительных рёбер направления
i соответственно, i = 1, . . . , n.

Непустое подмножество P ⊆ Bn×Bn называется прямоугольным под-
множеством декартова квадрата куба Bn, если P = A×B для некото-
рых A,B ⊆ Bn. Для краткости будем использовать жаргон и называть
его прямоугольником размерности n или просто прямоугольником. При
этом множества A и B будем называть соответственно вертикальной и
горизонтальной стороной прямоугольника P ; для произвольных α ∈ A
и β ∈ B множества {(α, γ) | γ ∈ B} и {(γ, β) | γ ∈ A} – его строкой с
индексом α и его столбцом с индексом β или просто строкой α и столб-
цом β соответственно; подмножество D ⊆ P , которое с каждой строкой и
каждым столбцом этого прямоугольника имеет ровно по одному общему
элементу, - его диагональю.

Через RECn обозначим множество всех прямоугольников размерно-
сти n. Для произвольного прямоугольника P ∈ RECn через REC(P )
обозначим множество всех таких K ∈ RECn, что K ⊆ P .

Прямоугольник X = Bn × Bn называется главным прямоугольником
размерности n или просто главным прямоугольником.

Прямоугольники

X0
i = {(α, β) ∈ X | αi = 1, βi = 0} и X1

i = {(α, β) ∈ X | αi = 0, βi = 1}

называются соответственно отрицательной и положительной компо-
нентами с номером i главного прямоугольника X; i = 1, . . . , n.

Множество M ⊆ X называется (i, δ)-однородным, если выполнено вклю-
чение M ⊆ Xδ

i ; и называется однородным, если существуют такие i ∈
{1, . . . , n} и δ ∈ {0, 1}, что M является (i, δ)-однородным.

1⊕ – сумма по модулю 2.
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Будем говорить, что прямоугольник P ∈ RECn является квадратом,
если мощность его горизонтальной стороны равна мощности его верти-
кальной стороны.

Очевидно прямоугольник тогда и только тогда является квадратом,
когда он имеет диагональ.

Диагональ D прямоугольника (квадрата) P ∈ RECn назовём рёбер-
ной, если для некоторого i = {1, . . . , n} выполнено включение D ⊆ Ri,
при этом число i будем называть индексом этой рёберной диагонали.

Прямоугольник P ∈ RECn назовём (i, δ)-центрированным, если для
некоторой его диагонали D выполнено включение D ⊆ Rδ

i ; и назовём его
центрированным, если существуют такие i ∈ {1, . . . , n} и δ ∈ {0, 1}, что
P является (i, δ)-центрированным.

Прямоугольники P1, P2 ∈ RECn называются горизонтально (верти-
кально) соседними, если P1 ∩ P2 = ∅ и вертикальная (горизонтальная)
сторона P1 равна вертикальной (горизонтальной) стороне P2; и назы-
ваются просто соседними, если они являются либо горизонтально, либо
вертикально соседними.

Очевидно для любых двух соседних прямоугольников P1, P2 ∈ RECn

справедливо включение P1 ∪ P2 ∈ RECn.
Горизонтальным (вертикальным) разрезом прямоугольника P ∈ RECn

называется такая пара {P1, P2} ⊆ RECn горизонтально (вертикально)
соседних прямоугольников, что P1 ∪ P2 = P . Эта пара называется про-
сто разрезом прямоугольника P , если она является либо горизонталь-
ным либо вертикальным его разрезом. При этом прямоугольники P1, P2

называются компонентами соответствующего разреза.
Разбиением (конечным) множества P называется, такое семейство U =

{Q1, . . . Qk} непустых попарно непересекающихся его подмножеств, что
справедливо равенство Q1 ∪ · · · ∪ Qk = P . Подмножества Q1, . . . Qk на-
зываются блоками этого разбиения.

Разбиение U прямоугольника P ∈ RECn называется прямоугольным,
если все его блоки являются прямоугольниками.

Сужением U |K прямоугольного разбиения U прямоугольника P ∈
RECn на прямоугольник K ∈ REC(P ) называется множество прямо-
угольников

{Q ∩K | Q ∈ U, Q ∩K ̸= ∅}.
Гиперблоком прямоугольного разбиения U прямоугольника P ∈ RECn

называется такой прямоугольник K ∈ REC(P ), что выполнено включе-
ние U |K ⊆ U .

Прямоугольным фрагментом или просто фрагментом прямоугольно-
го разбиения U прямоугольника P ∈ RECn называется такое подсемей-
ство блоков S ⊆ U , что множество

∪
Q∈S

Q является прямоугольником.

Через H(U) и F(U) обозначим множество всех гиперблоков и всех пря-
моугольных фрагментов прямоугольного разбиения U прямоугольника
P ∈ RECn соответственно.
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Гиперблок K ∈ H(U) и прямоугольный фрагмент F ∈ F(U), F =
U |K, называются соответствующими друг другу. Очевидно, это соот-
ветствие является взаимно однозначным.

Заметим, что блоки прямоугольного разбиения U являются гипербло-
ками этого разбиения. Эти гиперблоки называются элементарными. Ги-
перблоки из множества H(U) \ U называются составными. Кроме того
сам прямоугольник P является гиперблоком. Этот гиперблок называет-
ся главным и обозначается Û .

В дальнейшем прямоугольное разбиения U прямоугольника P для
краткости будем также называть просто прямоугольным разбиением U ,
имея в виду, что U является прямоугольным разбиением прямоугольни-
ка Û .

Два гиперблока P1, P2 ∈ H(U) прямоугольного разбиения U будем
называть горизонтально (вертикально) соседними, если горизонтально
(вертикально) соседними являются прямоугольники P1, P2; и – просто
соседними, если они являются либо горизонтально либо вертикально со-
седними.

Очевидно объединение любых двух соседних гиперблоков прямоуголь-
ного разбиения U также является гиперблоком U . Он называется соеди-
нением этих двух гиперблоков.

Горизонтальным (вертикальным) разрезом гиперблока P ∈ H(U) пря-
моугольного разбиения U назовём такой горизонтальный (вертикаль-
ный) разрез прямоугольника P , что его компоненты являются гипер-
блоками U . Как горизонтальный так и вертикальный разрез гиперблока
P будем также называть просто разрезом гиперблока P .

Гиперблок прямоугольного разбиения U называется горизонтально
(вертикально) разделимым, если существует горизонтальный (вертикаль-
ный) разрез этого гиперблока; в противном случае он называется гори-
зонтально (вертикально) неразделимым.

Гиперблок прямоугольного разбиения U называется разделимым, если
он либо горизонтально либо вертикально разделим; в противном случае
он называется неразделимым.

Прямоугольное разбиение называется разделимым, если каждый его
составной гиперблок является разделимым.

Прямоугольное разбиение называется однородным, если каждый его
блок является однородным множеством.

Π-разбиением называется такое прямоугольное разбиение, которое яв-
ляется одновременно однородным и разделимым.

Размерностью Π-разбиения назовём размерность его главного гипер-
блока.

Через Πn обозначим множество всех Π-разбиений размерности n.
Булеву функцию будем называть тривиальной, если она тождествен-

но равна константе, и – нетривиальной в противном случае.
Для определённости полагаем, что переменные рассматриваемых бу-

левых функций принадлежат множеству {x1, x2, x3, . . . }.
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Очевидно для любой зависящей от n переменных нетривиальной бу-
левой функции f справедливо включение f−1(0)× f−1(1) ∈ RECn. Пря-
моугольник f−1(0)× f−1(1) называется собственным прямоугольником
функции f .

Очевидно класс реализующих линейную булеву функцию минималь-
ных формул не зависит от фиктивных переменных и от порядка следо-
вания существенных переменных функции. Поэтому при описании этого
класса можно считать, что любая линейная булева функция зависит от
набора переменных x1, . . . , xn.

Линейной булевой функцией с множеством образующих I ⊆ {1, . . . , n},
I ̸= ∅, и показателем δ ∈ {0, 1} назовём функцию

f δ
I (x1, . . . , xn) =

⊕
i∈I

xi ⊕ δ ⊕ 1.

Булеву функцию будем называть просто линейной, если она является
одной из функций f δ

I .
Через Φδ

I обозначим собственный прямоугольник функции f δ
I . И пусть

Nδ
I = {α ∈ Bn |

⊕
i∈I αi = δ}.

Заметим, что для любых I ⊆ {1, . . . , n}, I ̸= ∅, и δ ∈ {0, 1} имеет место
равенство Φδ

I = Nδ⊕1
I ×Nδ

I .
Прямоугольник L ∈ RECn назовём линейным множеством или (ис-

пользуя жаргон) линейным прямоугольником, если существует такое k,
1 ≤ k ≤ n, и такие две последовательности J = I1, . . . , Ik и ∆ = δ1, . . . , δk,
что {1,. . . ,n}⊇ I1 ⊃ I2, . . . ,⊃ Ik ⊃ ∅, δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} и выполнено ра-
венство L = Φδ1

I1
∩ · · · ∩ Φδk

Ik
. При этом число k будем называть мощ-

ностным рангом линейного множества L; J – его нижней характери-
стической последовательностью; ∆ – его верхней характеристической
последовательностью, Ik – множеством его образующих, δk – его пока-
зателем.

Нетрудно показать (используя простейшие соображения из области
решения систем линейных уравнений), что для любых вышеуказанных
k, J и ∆ справедливо включение Φδ1

I1
∩· · ·∩Φδk

Ik
∈ RECn и для любого ли-

нейного множества L ∈ RECn его мощностной ранг и нижняя и верхняя
характеристические последовательности определены однозначно.

Для произвольных целых p и k, 1 ≤ p ≤ k, и любого набора множеств
I1, . . . , Ik ⊆ {1, . . . , n} последовательность I1, . . . , Ip будем называть на-
чалом последовательности I1, . . . , Ik; точно также для любого набора
чисел δ1, . . . , δk ∈ {0, 1} последовательность δ1, . . . , δp будем называть
началом последовательности δ1, . . . , δk.

Линейное множество M ∈ RECn назовём собственным линейным под-
множеством линейного множества L ∈ RECn, если нижняя характе-
ристическая последовательность L является началом нижней характе-
ристической последовательности M , и верхняя характеристическая по-
следовательность L является началом верхней характеристической по-
следовательности M .
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Линейное множество назовём элементарным, если мощность множе-
ства его образующих равна 1. В противном случае назовём его неэле-
ментарным.

Собственное линейное подмножество линейного множества L ∈ RECn

назовём элементарным, ели оно является элементарным линейным мно-
жеством.

Заметим, что для любого линейного прямоугольника L = A × S с
множеством образующих I и любого X ⊂ I пара множеств S0 = S ∩N0

X

и S1 = S ∩ N1
X представляет собой разбиение горизонтальной стороны

S этого прямоугольника. И существует ещё только одно подмножество
Y = I \X множества I, для которого справедливо равенство {S0, S1} =
{S ∩ N0

Y , S ∩ N1
Y }. Поэтому для любого разбиения {X,Y } множества I

две пары прямоугольников

{A× (S ∩N0
X), A× (S ∩N1

X)} и {A× (S ∩N0
Y ), A× (S ∩N1

Y )}

представляют собой один и тот же горизонтальный разрез прямоуголь-
ника L = A×S. Этот разрез назовём линейным горизонтальным разре-
зом линейного прямоугольника L, а разбиение {X,Y } множества I – его
характеристикой.

И точно также для любого разбиения {X,Y } множества I две пары
прямоугольников

{(A ∩N0
X)× S, (A ∩N1

X)× S} и {(A ∩N0
Y )× S, (A ∩N1

Y )× S}

представляют собой один и тот же вертикальный разрез прямоугольни-
ка L = A × S. Этот разрез назовём линейным вертикальным разрезом
линейного прямоугольника L, а разбиение {X,Y } – его характеристи-
кой.

Очевидно характеристики любого линейного горизонтального разре-
за и любого линейного вертикального разреза любого линейного прямо-
угольника определены однозначно.

Двойным разрезом прямоугольника P ∈ RECn назовём такую четвёр-
ку прямоугольников C = {C1, C2, C3, C4} ⊆ REC(P ), что для некото-
рого горизонтального разреза A = {A1, A2} и некоторого вертикально-
го разреза B = {B1, B2} этого прямоугольника справедливо равенство
C = {A1∩B1, A1∩B2, A2∩B1, A2∩B2}. Входящие в эту четвёрку прямо-
угольники назовём компонентами двойного разреза C. Разрезы A и B
будем называть разрезами, порождающими двойной разрез C; а двойной
разрез C – порождённым разрезами A и B.

Очевидно для любого двойного разреза C прямоугольника P ∈ RECn

существует единственный порождающий C горизонтальный разрез A и
единственный порождающий C вертикальный разрез B этого прямо-
угольника.

Матрицу (
A1 ∩B1 A2 ∩B1

A1 ∩B2 A2 ∩B2

)
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назовём матрицей двойного разреза C прямоугольника P ∈ RECn, по-
рождённого горизонтальным разрезом A = {A1, A2} и вертикальным
разрезом B = {B1, B2} этого прямоугольника.

Другими словами матрицей двойного разреза называется такая со-
ставленная из компонент этого разреза матрица размера 2×2, что любые
два различные её элемента тогда и только тогда являются горизонталь-
но соседними прямоугольниками, когда они находятся в одной строке, и
любые два различные её элемента тогда и только тогда являются вер-
тикально соседними прямоугольниками, когда они находятся в одном
столбце.

Заметим, что матрица двойного разреза определена с точностью до
перестановки строк и столбцов (в том смысле, что любая перестановка её
строк и столбцов приводит к матрице, которая также является матрицей
того же двойного разреза).

Двойной разрез линейного прямоугольника L назовём линейным двой-
ным разрезом этого прямоугольника, если порождающие его горизон-
тальный и вертикальный разрезы являются линейными и имеют одну
и ту же характеристику. Характеристикой линейного двойного разреза
линейного прямоугольника L назовём общую характеристику порожда-
ющих его линейных разрезов.

Очевидно характеристика любого линейного двойного разреза любого
линейного прямоугольника определена однозначно.

Двойным разрезом гиперблока P ∈ H(U) Π-разбиения U назовём та-
кой двойной разрез прямоугольника P , что все его компоненты являются
гиперблоками U .

Горизонтальным (вертикальным) разрезом Π-разбиения U будем на-
зывать любой горизонтальный (вертикальный) разрез главного гипер-
блока Û этого разбиения.

Двойным разрезом Π-разбиения U будем называть любой двойной раз-
рез главного гиперблока Û этого разбиения.

Горизонтальный (вертикальный) разрез Π-разбиения U линейного мно-
жества L назовём линейным, если он является линейным горизонталь-
ным (линейным вертикальным) разрезом главного гиперблока Û = L
этого разбиения.

Двойной разрез Π-разбиения U линейного множества L назовём ли-
нейным, если он является линейным двойным разрезом главного гипер-
блока Û = L этого разбиения.

Π-разбиение назовём совершенным, если каждый его блок является
центрированным прямоугольником.

Π-разбиение линейного множества назовём линейным, если каждый
его блок является элементарным собственным линейным подмножеством
этого линейного множества.
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Для любого неэлементарного линейного прямоугольника L ∈ RECn с
множеством образующих I и любых X ⊂ I, X ̸= ∅, и δ ∈ {0, 1}, собствен-
ное линейное подмножество L ∩ Φδ

X линейного множества L обозначим
через Lδ

X .
Прямоугольники P1, P2 ∈ RECn назовём горизонтально (вертикаль-

но) смежными, если вертикальные (горизонтальные) их стороны имеют
непустое пересечение.

Будем говорить, что два гиперблока P,K ∈ H(U) Π-разбиения U яв-
ляются взаимно простыми, если либо они являются горизонтально со-
седними и любые два блока Q ⊆ P и T ⊆ K этого разбиения являются
горизонтально смежными прямоугольниками; либо они являются верти-
кально соседними и любые два блока Q ⊆ P и T ⊆ K этого разбиения
являются вертикально смежными прямоугольниками.

Двойной разрез гиперблока Π-разбиения U назовём простым, если
любые две соседние компоненты этого разреза являются взаимно про-
стыми гиперблоками U .

Результатом настоящей статьи являются следующие три теоремы.

Теорема 1. При любом целом положительном n любое совершенное
Π-разбиение любого неэлементарного линейного множества L ∈ RECn

имеет единственный двойной разрез. Этот разрез является линейным.
Если множество I ⊆ {1, . . . , n} и число δ ∈ {0, 1} являются мно-
жеством образующих и показателем L соответственно, а разбиение
{X,Y } множества I – характеристикой этого линейного двойного раз-
реза, то матрица (

L0
X Lδ⊕1

Y
Lδ
Y L1

X

)
. (1)

является его матрицей.

Теорема 2. При любом целом положительном n любое Π-разбиение
любого линейного множества L ∈ RECn тогда и только тогда явля-
ется совершенным, когда оно является линейным.

Теорема 3. При любом целом положительном n двойной разрез любого
совершенного Π-разбиения любого неэлементарного линейного множе-
ства L ∈ RECn является простым.

3 Доказательство теоремы 1

Чтобы не перегружать изложение, ограничимся доказательством тео-
ремы в частном случае L = Φ1

I = N0
I × N1

I , |I| > 1, (т. е. в случае неэле-
ментарного линейного множества с мощностным рангом 1 и показателем
1). В общем случае доказательство отличается лишь большей громозд-
костью, но опирается на те же самые идеи и проводится аналогично.

Пусть U – произвольное совершенное Π-разбиение прямоугольника L.
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Лемма 1. При любом I ⊆ {1, . . . , n}, I ̸= ∅, любой линейный прямо-
угольник K ∈ RECn с множеством образующих I имеет ровно |I| рё-
берных диагоналей по одной для каждого индекса i ∈ I. Они попарно не
пересекаются и содержат все принадлежащие K рёбра куба Bn.

Доказательство. Лемма 1 очевидным образом вытекает из определения
линейного прямоугольника с множеством образующих I. �

Лемма 2. Любой центрированный прямоугольник P ∈ RECn имеет
единственную рёберную диагональ. Она содержит все принадлежащие
P рёбра куба Bn.

Доказательство. По определению центрированный прямоугольник P
имеет такую рёберную диагональ D, что для некоторых i, δ выполнено
включение D ⊆ Rδ

i . Непосредственно из определений следует, что мно-
жество Rδ

i является рёберной диагональю прямоугольника Xδ
i . Поэтому

справедливо включение P ⊆ Xδ
i . Кроме того очевидно справедливо ра-

венство Xδ
i = Nδ⊕1

{i} × Nδ
{i} = Φδ

{i}. По лемме 1 линейный прямоугольник
Φδ
{i} = Xδ

i имеет единственную рёберную диагональ и не содержит ни
каких других рёбер кроме рёбер этой диагонали. Следовательно то же
самое справедливо и для P . �

Лемма 3. Если для некоторых i ∈ {1, . . . , n} и γ ∈ Bn центрированный
прямоугольник P ∈ RECn содержит ребро (γ, γ + ei), то справедливо
включение P ⊆ Xγi⊕1

i .

Доказательство. По определению ребро (γ, γ + ei) принадлежит мно-
жеству Rγi⊕1

i . А по лемме 2 оно принадлежит единственной рёберной
диагонали D прямоугольника P . Следовательно справедливо включе-
ние D ⊆ Rγi⊕1

i а, значит, и включение P ⊆ Xγi⊕1
i . �

Лемма 4. Главный гиперблок Û совершенного Π-разбиения U прямо-
угольника L является составным.

Доказательство. Предположим противное: главный гиперблок Û = L
не является составным, т. е. он является элементарным. Тогда по опре-
делению для некоторых i ∈ {1, . . . , n} и δ ∈ {0, 1} выполнено включение
Û ⊆ Xδ

i . Из равенств Û = N0
I ×N1

I и Xδ
i = Nδ⊕1

{i} ×Nδ
{i} следует |Û | = |Xδ

i |.
Поэтому справедливо равенство Û = Xδ

i . Но это противоречит тому, что
по лемме 1 линейные прямоугольники N0

I ×N1
I = Φ1

I и Nδ⊕1
{i} ×Nδ

{i} = Φδ
{i}

имеют соответственно |I| > 1 и |{i}| = 1 рёберных диагоналей. �

Лемма 5. Любой горизонтальный и любой вертикальный разрез совер-
шенного Π-разбиения U прямоугольника L является линейным.

Доказательство. Разберём случай горизонтального разреза (случай вер-
тикального разреза рассматривается аналогично). Пусть C = {C0, C1}
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это произвольный горизонтальный разрез Π-разбиения U (т. е. горизон-
тальный разрез главного его гиперблока Û = N0

I ×N1
I).

Через S0 и S1 обозначим горизонтальные стороны компонент соответ-
ственно C0 и C1 разреза C. Тогда очевидно выполнены равенства

C0 = N0
I × S0, C1 = N0

I × S1, S0 ∩ S1 = ∅, S0 ∪ S1 = N1
I .

Покажем, что для некоторого разбиения {X,Y } множества I справед-
ливы равенства

S0 = N1
I ∩N0

X и S1 = N1
I ∩N1

X . (2)

Это по определению и означает, что C является линейным горизонталь-
ным разрезом гиперблока Û а, значит, и Π-разбиения U .

Для произвольного J ⊆ {1, . . . , n}, J ̸= ∅, множество

BJ = {α ∈ Bn | ∀i ∈ {1, . . . , n} \ J αi = 0}
назовём подкубом куба Bn с множеством образующих J .

Для произвольных α ∈ Bn, и A,G ⊆ Bn через α + A, A + α и A + G
обозначим множества

α+A = A+ α = {α+ β | β ∈ A} и A+G = {α+ β | α ∈ A, β ∈ G}.

Предложение 1. Для любого γ ∈ N0
I существует такое разбиение

{X,Y } множества I, что справедливы включения

γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 и γ + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1. (3)

Доказательство. Из леммы 1 следует,что каждая строка прямоуголь-
ника L = N0

I × N1
I содержит ровно |I| рёбер куба Bn. И более того для

каждого i ∈ I среди этих рёбер имеется ровно одно ребро направления
i ∈ I. Поэтому для произвольного γ ∈ N0

I строка с индексом γ содер-
жит |I| рёбер (γ, γ + ei), i ∈ I. В качестве соответствующего этому γ
разбиения {X,Y } множества I рассмотрим пару множеств

X = {i ∈ I | (γ, γ + ei) ∈ C1} и Y = {i ∈ I | (γ, γ + ei) ∈ C0}.
Другими словами X это множество номеров направлений тех рёбер стро-
ки γ, которые принадлежат компоненте C1, а Y – компоненте C0 разреза
C. Тогда

Eγ(X) = {(γ, γ + ei) | i ∈ X} и Eγ(Y ) = {(γ, γ + ei) | i ∈ Y }
есть соответственно множество лежащих в C1 и множество лежащих в
C0 рёбер строки γ.

В силу леммы 2 любой имеющий непустое пересечение со строкой γ
блок совершенного Π-разбиение U содержит ровно одно ребро из этой
строки. Поэтому строка γ пересекает ровно |I| блоков U . Кроме того
очевидно объединение горизонтальных сторон блоков, содержащих рёб-
ра из Eγ(X), равно S1. Следовательно для любого α ∈ S1 существует
такое i ∈ X, что столбец с индексом α прямоугольника L пересекает со-
держащий ребро (γ, γ+ei) блок разбиения U . В силу леммы 3 этот блок
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включается в Xγi⊕1
i и, значит, αi = γi ⊕ 1. Таким образом для любого

α ∈ S1 существует такое i ∈ X, что справедливо равенство αi = γi ⊕ 1.
Поэтому в силу равенств S0 ∩ S1 = ∅ и S0 ∪ S1 = N1

I справедливо вклю-
чение

{α ∈ N1
I | ∀i ∈ X αi = γi} ⊆ S0.

Кроме того из определения подкуба BY и из того, что пара {X,Y } яв-
ляется разбиением множества I, следует равенство

γ + (N1
Y ∩ BY ) = {α ∈ N1

I | ∀i ∈ X αi = γi}.

Поэтому справедливо включение γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0, т. е. справедливо

первое из включений (3).
Точно также объединение горизонтальных сторон блоков, содержа-

щих рёбра из Eγ(Y ), равно S0. Следовательно для любого β ∈ S0 суще-
ствует такое j ∈ Y , что βj = γj ⊕ 1. Поэтому справедливо

γ + (N1
X ∩ BX) = {β ∈ N1

I | ∀i ∈ Y βi = γi} ⊆ S1,

т. е. справедливо второе из включений (3). �

Предложение 2. Если для некоторого набора γ ∈ N0
I и некоторого

разбиения (X,Y ) множества I справедливы включения (3), то и при
всех α ∈ (N0

X∩BX) и β ∈ (N0
Y ∩BY ) для наборов γ+α и γ+β справедливы

включения

(γ + α) + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 и (γ + β) + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1. (4)

Доказательство. Пусть для набора γ ∈ N0
I и разбиения {X,Y } множе-

ства I справедливы включения (3).
Для произвольного α ∈ (N0

X ∩BX) докажем первое из включений (4).
Из очевидного включения (N0

X ∩ BX) ⊆ N0
I следует α ∈ N0

I . Значит,
справедливо включение (γ + α) ∈ N0

I . Следовательно по предложению
1 существует такое разбиение {X ′, Y ′} множества I, что справедливы
включения

(γ + α) + (N1
Y ′ ∩ BY ′) ⊆ S0 и (γ + α) + (N1

X′ ∩ BX′) ⊆ S1. (5)

Поэтому, чтобы доказать первое из включений (4), достаточно доказать
равенство X ′ = X (очевидно из X ′ = X следует Y ′ = Y ).

Предположим противное: X ′ ̸= X. Тогда возможен один из следую-
щих двух случаев: X ⊂ X ′ или Y ′ ∩X ̸= ∅.

В первом случае очевидно выполнено неравенство X ′ ∩ Y ̸= ∅. Для
произвольного i ∈ X ′ ∩ Y из i ∈ Y следует ei ∈ N1

Y ∩ BY . Отсюда и из
первого из включений (3) следуют включения

γ + ei ∈ γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0.

Кроме того из X ⊂ X ′ следует (N0
X ∩ BX) ⊆ (N0

X′ ∩ BX′). Поэтому
справедливо включение α ∈ (N0

X′ ∩ BX′). Значит, для вышеуказанного
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i ∈ X ′ ∩ Y из i ∈ X ′ следует (α+ ei) ∈ (N1
X′ ∩BX′). Отсюда и из второго

из включений (5) следуют включения

γ + ei = (γ + α) + (α+ ei) ∈ (γ + α) + (N1
X′ ∩ BX′) ⊆ S1.

Но это противоречит равенству S0 ∩ S1 = ∅.
Во втором случае для произвольного i ∈ Y ′ ∩X из включения i ∈ Y ′

следует ei ∈ N1
Y ′ ∩ BY ′ . Отсюда и из первого из включений (5) следуют

включения
(γ + α) + ei ∈ (γ + α) + (N1

Y ′ ∩ BY ′) ⊆ S0.

Кроме того из включений i ∈ X и α ∈ (N0
X∩BX) следует α+ei ∈ N1

X∩BX .
Отсюда и из второго из включений (3) следуют включения

(γ + α) + ei = γ + (α+ ei) ∈ γ + (N1
X ∩ BX) ⊆ S1.

Это также противоречит равенству S0 ∩ S1 = ∅.
Следовательно наше предположение неверно и, значит, справедливо

равенство X ′ = X. Первое из включений (4) доказано.
Для произвольного β ∈ (N0

Y ∩BY ) второе из включений (4) доказыва-
ется аналогично. �

Предложение 3. Для любого разбиения {X,Y } множества I справед-
ливы равенства

N1
I ∩N0

X =
∪

α∈N0
X∩BX

(α+ (N1
Y ∩ BY )),

N1
I ∩N1

X =
∪

β∈N0
Y ∩BY

(β + (N1
X ∩ BX)).

Доказательство. Предложение 3 является следствием очевидных ра-
венств

N1
I ∩N0

X = N0
X ∩N1

Y = (N0
X ∩BX)+(N1

Y ∩BY ) =
∪

α∈N0
X∩BX

(α+(N1
Y ∩BY )),

N1
I ∩N1

X = N1
X ∩N0

Y = (N1
X ∩BX)+(N0

Y ∩BY ) =
∪

β∈N0
Y ∩BY

((N1
X ∩BX)+β).

�

Лемма 5 является простым следствием предложений 1, 2, 3. Действи-
тельно по предложению 1 для γ = (0, . . . , 0) ∈ N0

I существует такое раз-
биение {X,Y } множества I, что справедливы включения

γ + (N1
Y ∩ BY ) ⊆ S0 и γ + (N1

X ∩ BX) ⊆ S1.

Следовательно в силу предложений 3 и 2 имеем

N1
I ∩N0

X =
∪

α∈N0
X∩BX

(α+(N1
Y ∩BY )) =

∪
α∈N0

X∩BX

((γ+α)+(N1
Y ∩BY )) ⊆ S0,
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N1
I ∩N1

X =
∪

β∈N0
Y ∩BY

(β+(N1
X ∩BX)) =

∪
β∈N0

Y ∩BY

((γ+β)+(N1
X ∩BX)) ⊆ S1.

Поэтому справедливы включения N1
I ∩ N0

X ⊆ S0 и N1
I ∩ N1

X ⊆ S1. Оче-
видно эти включения равносильны равенствам (2). �

Лемма 6. Если существует горизонтальный разрез совершенного Π-
разбиения U прямоугольника L, то он являет единственны его гори-
зонтальным разрезом. И если существует вертикальный разрез этого
разбиения, то он являет единственны его вертикальным разрезом.

Доказательство. Рассмотрим случай горизонтального разреза (случай
вертикального рассматривается аналогично). Предположим противное:
существуют два различных горизонтальных разреза {C0, C1} и {T0, T1}
совершенного Π-разбиения U прямоугольника L. Тогда по лемме 5 оба
они являются линейными и, значит, |C0| = |C1| и |T0| = |T1|. Поэто-
му очевидно C0 ∩ T0 ̸= ∅ и пара прямоугольников K0 = C0 ∩ T0 и
K1 = T1 ∪ (C0 \ (C0 ∩ T0)) представляет собой горизонтальный разрез
Π-разбиения U . По лемме 5 этот разрез является линейным. Но это про-
тиворечит очевидному неравенству |K0| < |K1|. Следовательно наше
предположение неверно и, значит, Π-разбиения U может иметь не боль-
ше одного горизонтального разреза. �

Лемма 7. Если для некоторого разбиения {X,Y } множества образу-
ющих I прямоугольника L совершенное Π-разбиения U этого прямо-
угольника имеет линейный горизонтальный разрез с характеристикой
{X,Y }, то оно также имеет и линейный вертикальный разрез с той
же характеристикой. При δ = 1 матрица (1) является матрицей по-
рождённого этими двумя разрезами двойного разреза Π-разбиения U .

Доказательство. Через C = {C0, C1} обозначим линейный горизонталь-
ный разрез с характеристикой {X,Y } совершенного Π-разбиения U . По
определению C является линейным горизонтальным разрезом с харак-
теристикой {X,Y } главного гиперблока Û = N0

I × N1
I этого разбиения.

Через T = {T0, T1} обозначим линейный вертикальный разрез с той же
характеристикой прямоугольника L = N0

I ×N1
I . Через W обозначим по-

рождённый разрезами C и T двойной разрез прямоугольника L. Тогда
по определению и в силу очевидных равенств

N1
I ∩N0

X = N1
I ∩N1

Y , N1
I ∩N1

X = N1
I ∩N0

Y ,

N0
I ∩N1

X = N0
I ∩N1

Y , N0
I ∩N0

X = N0
I ∩N0

Y

выполнены равенства

C0 = N0
I×(N1

I∩N0
X) = N0

I×(N1
I∩N1

Y ), C1 = N0
I×(N1

I∩N1
X) = N0

I×(N1
I∩N0

Y ),

T0 = (N0
I∩N1

X)×N1
I = (N0

I∩N1
Y )×N1

I , T1 = (N0
I∩N0

X)×N1
I = (N0

I∩N0
Y )×N1

I .
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Поэтому для матрицы двойного разреза W справедливы равенства(
C0 ∩ T0 C1 ∩ T0

C0 ∩ T1 C1 ∩ T1

)
=(

(N0
I ∩N1

X)× (N1
I ∩N0

X) (N0
I ∩N1

Y )× (N1
I ∩N0

Y )
(N0

I ∩N0
Y )× (N1

I ∩N1
Y ) (N0

I ∩N0
X)× (N1

I ∩N1
X)

)
=(

(N0
I ×N1

I) ∩ (N1
X ×N0

X) (N0
I ×N1

I) ∩ (N1
Y ×N0

Y )
(N0

I ×N1
I) ∩ (N0

Y ×N1
Y ) (N0

I ×N1
I) ∩ (N0

X ×N1
X)

)
=(

L ∩ Φ0
X L ∩ Φ0

Y
L ∩ Φ1

Y L ∩ Φ1
X

)
=

(
L0
X L0

Y
L1
Y L1

X

)
.

Т. е. при δ = 1 матрица (1) является матрицей двойного разреза W .
Покажем, что вертикальный разрез T прямоугольника L является

вертикальным разрезом Π-разбиения U , т. е. что любой блок U вклю-
чается либо в T0 либо в T1. Для этого достаточно доказать, что для
произвольного Q ∈ U из неравенства Q ∩ T0 ̸= ∅ следует включение
Q ⊆ T0. Докажем это.

В силу того, что разрез C является горизонтальным разрезом Π-
разбиения U , справедливо одно из включений Q ⊆ C0 или Q ⊆ C1. Без
ограничения общности полагаем Q ⊆ C0. Заметим, что прямоугольник
C0 является соединением (объединением) вертикально соседних компо-
нент L0

X = C0 ∩ T0 и L1
Y = C0 ∩ T1 двойного разреза W . Кроме того из

неравенства Q ∩ T0 ̸= ∅ следует Q ∩ L0
X ̸= ∅.

Предположим, что и Q∩L1
Y ̸= ∅. Тогда очевидно пара прямоугольни-

ков Q ∩ L0
X и Q ∩ L1

Y представляет собой вертикальный разрез прямо-
угольника Q. И, значит, единственная рёберная диагональ D центриро-
ванного прямоугольника Q имеет непустое пересечение как с L0

X (линей-
ным прямоугольником с множеством образующих X) так и с L1

Y (линей-
ным прямоугольником с множеством образующих Y ). Следовательно по
лемме 1 для индекса k диагонали D справедливо включение k ∈ X ∩ Y .
Но это противоречит тому, что пара {X,Y } является разбиением мно-
жества I и следовательно X ∩ Y = ∅. Поэтому наше предположение
неверно и, значит, Q ∩ L1

Y = ∅. Следовательно справедливо равенство
Q = Q∩L0

X = Q∩ (C0∩T0) = Q∩T0 а, значит, и включение Q ⊆ T0. Что
и требовалось доказать.

Таким образом доказано, что T является линейным вертикальным
разрезом с характеристикой {X,Y } Π-разбиения U . Отсюда по опреде-
лению следует, что и порождённый разрезами C и T двойной разрез W
является линейным двойным разрезом Π-разбиения U . �

Лемма 8. Если для некоторого разбиения {X,Y } множества образую-
щих I прямоугольника L совершенное Π-разбиения U этого прямоуголь-
ника имеет линейный вертикальный разрез с характеристикой {X,Y },
то оно также имеет и линейный горизонтальный разрез с той же
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характеристикой. При δ = 1 матрица (1) является матрицей порож-
дённого этими двумя разрезами двойного разреза Π-разбиения U .

Доказательство. Доказательство леммы 8 аналогично доказательству
леммы 7. �

Теорема 1 является простым следствием лемм 4, 5, 6, 7 и 8. Действи-
тельно по лемме 4 главный гиперблок совершенного Π-разбиения U яв-
ляется составным. Значит, по определению он является разделимым. Без
ограничения общности полагаем, что он имеет горизонтальный разрез C.
По определению C является горизонтальным разрезом Π-разбиения U .
По лемме 5 он является линейным. По лемме 7 существует линейный
вертикальный разрез T разбиения U с той же характеристикой что и C.
По лемме 6 разрез C является единственным горизонтальным, а разрез
T – единственным вертикальным разрезом Π-разбиения U . Поэтому по-
рождённый ими двойной разрез Π-разбиения U является единственным
и линейным. По лемме 7 матрица (1) при δ = 1 является матрицей этого
разреза.

4 Доказательство теоремы 2

Пусть L ∈ RECn – произвольный линейный прямоугольник с мно-
жеством образующих I и показателем δ. И пусть U – произвольное его
Π-разбиение.

Докажем достаточность: из линейности U следует его совершенность.
Рассмотрим произвольный блок Q линейного Π-разбиения U . По опре-
делению Q является элементарным линейным прямоугольником, т. е.
мощность множества J его образующих равна 1. Значит, по лемме 1
он имеет единственную рёберную диагональ D. Через j обозначим един-
ственный элемент множества J , через σ – показатель прямоугольника Q.
Из определения линейного прямоугольника с множеством образующих
J = {i} и показателем σ следует включение Q ⊆ Φσ

{i} = Xσ
i . Очевидно

множество Rσ
i является рёберной диагональю прямоугольника Xσ

i . По
лемме 1 линейный прямоугольник Φσ

{i} = Xσ
i имеет единственную рёбер-

ную диагональ, и все принадлежащие ему рёбра куба Bn принадлежат
этой диагонали. Поэтому справедливо включение D ⊆ Rσ

i . Следователь-
но Q является центрированным прямоугольником. Что и требовалось
доказать. Достаточность доказана.

Докажем необходимость: из совершенности U следует его линейность.
Доказательство проведём индукцией по мощности множества образую-
щих I линейного прямоугольника L.

Пусть |I| = 1. Тогда по лемме 1 прямоугольник L имеет единственную
рёберную диагональ и не содержит ни каких других рёбер кроме рёбер
этой диагонали. Это очевидным образом означает, что совершенное Π-
разбиение U прямоугольника L состоит из единственного блока Q = L.
Кроме того по определению элементарный линейный прямоугольник L
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является своим собственным линейным подмножеством. Следовательно
U = {L} является линейным Π-разбиением L. Что и требовалось дока-
зать.

Шаг индукции опирается па следующее простое утверждение.

Лемма 9. Любое собственное линейное подмножество любого собствен-
ного линейного подмножества любого линейного прямоугольника явля-
ется собственным линейным подмножеством этого прямоугольника.

Доказательство. Пусть линейный прямоугольник K является собствен-
ным линейным подмножеством линейного прямоугольника L. И пусть
линейный прямоугольник Q является собственным линейным подмно-
жеством линейного прямоугольника K. Через I, J и F обозначим ниж-
ние характеристические последовательности прямоугольников L, K и Q
соответственно Тогда по определению последовательность I является на-
чалом последовательности J , и последовательность J является началом
последовательности F . Поэтому последовательность I является началом
последовательности F . То же самое касается и верхних характеристиче-
ских последовательностей прямоугольников L, K и Q. Значит, по опре-
делению линейный прямоугольник Q является собственным линейным
подмножеством линейного прямоугольника L. �

Пусть m > 1 и для любого Π-разбиения U любого линейного прямо-
угольника L с множеством образующих I доказано, что при |I| < m
из совершенности U следует его линейность. Покажем, что тогда и при
|I| = m из совершенности U следует его линейность.

Пусть |I| = m. По теореме 1 существует единственный линейный двой-
ной разрез совершенного Π-разбиения U прямоугольника L. Обозначим
его W . И пусть разбиение {X,Y } множества I – характеристика разре-
за W . Тогда по теореме 1 матрица (1) являются матрицей разреза W .
Компонентами W являются её элементы – прямоугольники L0

X , L1
X , L0

Y ,
L1
Y . Очевидно все они являются гиперблоками U , и соответствующие им

прямоугольные фрагменты

U0
X = U |L0

X , U1
X = U |L1

X , U0
Y = U |L0

Y , U1
Y = U |L1

Y

являются их Π-разбиениями. Блоки этих Π-разбиений являются одно-
временно блоками U а, значит, – центрировонными прямоугольниками.
Поэтому эти Π-разбиения являются совершенными. Очевидно семейство
фрагментов {U0

X , U1
X , U0

Y , U
1
Y } является разбиением множества U .

Пара {X,Y } является разбиением множества I, поэтому справедливы
строгие неравенства |X| < |I|, |Y | < |I|. По определению прямоуголь-
ники L0

X , L1
X , L0

Y , L1
Y являются линейными. Значит, по предположению

индукции из совершенности Π-разбиений U0
X , U1

X , U0
Y , U1

Y следует их ли-
нейность. Поэтому любой блок Π-разбиения U является элементарным
собственным линейным подмножеством одного из этих линейных прямо-
угольников. Кроме того по определению эти прямоугольники являются
собственными линейными подмножествами линейного прямоугольника
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L. Следовательно по лемме 9 любой блок Π-разбиения U является эле-
ментарным собственным линейным подмножеством прямоугольника L.
Значит, по определению U является линейным Π-разбиением L. Необхо-
димость доказана. Теорема 2 доказана.

5 Доказательство теоремы 3

Также как и в доказательстве теоремы 1 ограничимся рассмотрением
частного случая L = Φ1

I = N0
I ×N1

I , |I| > 1. В общем случае доказатель-
ство отличается лишь большей громоздкостью, и проводится аналогич-
но.

Пусть U – произвольное совершенное Π-разбиение прямоугольника L.
По теореме 1 существует единственный двойной разрез W этого разби-
ения и он является линейным. Пусть разбиение {X,Y } множества I –
его характеристика. Тогда по теореме 1 при δ = 1 матрица (1) являют-
ся матрицей разреза W . Компонентами W являются её элементы. По
определению любые две различные компоненты W тогда и только тогда
являются соседними, когда они находятся либо в одной её строке либо
в одном её столбце. Докажем, что находящиеся в первом столбце вер-
тикально соседние компоненты L0

X и L1
Y являются взаимно простыми

гиперблоками U (рассмотрение остальных трёх пар соседних компонент
W проводится аналогично). Для этого нужно показать, что два произ-
вольных блока Q ⊆ L0

X и P ⊆ L1
Y разбиения U являются вертикально

смежными, т. е. что их горизонтальные стороны SQ и SP имеют непустое
пересечение.

Поскольку прямоугольники L0
X и L1

Y являются гиперблоками U , со-
ответствующие им прямоугольные фрагменты U0

X = U |L0
X и U1

Y = U |L1
Y

является их совершенными Π-разбиениями и справедливы включения
Q ∈ U0

X и P ∈ U1
Y . Следовательно, поскольку L0

X и L1
Y являются линей-

ными прямоугольниками, по теореме 2 прямоугольник Q является соб-
ственным линейным подмножеством L0

X , и прямоугольник прямоуголь-
ник P является собственным линейным подмножеством L1

Y . В частности
это означает, что Q и P являются линейными прямоугольниками.

Через J1, . . . , Jq и σ1, . . . , σq обозначим нижнюю и верхнюю характе-
ристические последовательности прямоугольника Q; через F1, . . . , Fp и
λ1, . . . , λp – прямоугольника P . Тогда по определению выполнены равен-
ства

Q = Φσ1
J1

∩ · · · ∩ Φ
σq

Jq
и P = Φλ1

F1
∩ · · · ∩ Φ

λp

Fp
.

А, значит, справедливы равенства

SQ = Nσ1
J1

∩ · · · ∩N
σq

Jq
и SP = Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
. (6)

Поскольку Q является собственными линейным подмножеством L0
X , ниж-

няя характеристическая последовательность I,X и верхняя характери-
стическая последовательность 1, 0 прямоугольника L0

X являются нача-
лами соответствующих характеристических последовательностей Q. По
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аналогичной причине последовательности I, Y и 1, 1 являются началами
соответственно нижней и верхней характеристических последовательно-
стей P . Поэтому справедливы равенства

J1 = F1 = I, J2 = X, F2 = Y, σ1 = λ1 = 1, σ2 = 0, λ2 = 1.

Значит, по определению нижних характеристических последовательно-
стей линейных множеств Q и P справедливы включения

I ⊃ X ⊃ J3 ⊃ · · · ⊃ Jq ⊃ ∅ и I ⊃ Y ⊃ F3 ⊃ · · · ⊃ Fp ⊃ ∅.

Из этих включений и равенства I \X = Y следуют включения

I ⊃ (I \ Jq) ⊃ · · · ⊃ (I \ J3) ⊃ Y и

I ⊃ (I \ Jq) ⊃ · · · ⊃ (I \ J3) ⊃ Y ⊃ F3 ⊃ · · · ⊃ Fp ⊃ ∅. (7)

Кроме того в силу равенств (6) справедливы равенства

SQ = N1
I ∩N0

X ∩Nσ1
J3

∩ · · · ∩N
σq

Jq
и SP = N1

I ∩N1
Y ∩Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
. (8)

Поэтому из очевидных равенств

N1
I ∩N0

X = N1
Y , N1

I ∩Nσ3
J3

= Nσ3⊕1
I\J3 , . . . N1

I ∩N
σq

Jq
= N

σq⊕1
I\Jq

и первого из равенств (8) следует

SQ = N1
I ∩N

σq⊕1
I\Jq ∩ · · · ∩Nσ3⊕1

I\J3 ∩N1
Y .

Отсюда и из второго из равенств (8) следует

SQ ∩ SP = N1
I ∩N

σq⊕1
I\Jq ∩ · · · ∩Nσ3⊕1

I\J3 ∩N1
Y ∩Nλ1

F1
∩ · · · ∩N

λp

Fp
.

Поэтому множество SQ ∩ SP есть множество всех удовлетвряющих си-
стеме линейных уравнений

⊕
i∈I αi = 1⊕
i∈I\Jq αi = σq ⊕ 1

. . .⊕
i∈Y αi = 1

. . .⊕
i∈Fp

αi = λp

наборов α = (α1, . . . , αn) ∈ Bn. Из включений (7) следует, что эта систе-
ма имеет треугольный вид и, значит, имеет непустое множество реше-
ний. Поэтому справедливо неравенство SQ ∩ SP ̸= ∅. Что и требовалось
доказать. Теорема 3 доказана.
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