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Abstract

Мы пока󰑬ываем, что преобра󰑬ование перекрестной не󰑬ависимости (CI) гауссовской смеси име-

ет асимптотически гауссовское распределение, св󰑱󰑬анное с гауссовым 󰑱дром смеси тем 󰑨е

преобра󰑬ованием. Дополнител󰑭но мы и󰑬учаем поведение экстремал󰑭ных 󰑬начений в соответ-

ству󰑧щих схемах серий.

We show that a cross independence (CI) transformation of some Gaussian mixture has an

asymptotically Gaussian distribution connected with the Gaussian core of the mixture by the

same type of transform. In addition we study a behavior of extreme values in related triangular

arrays.

1. Введение.

Мы и󰑬учаем поведение максимума гауссовских случайных величин в схеме серий, когда

совместные распределени󰑱 ка󰑨дой строки не 󰑱вл󰑱󰑧тс󰑱 гауссовскими, а поро󰑨да󰑧тс󰑱 сме-

с󰑭󰑧 гауссовских распределений с испол󰑭󰑬ованием CI-преобра󰑬овани󰑱 копул, и󰑬учавшегос󰑱 в

Savinov and Shamraeva (2023).5

Опишем сначала мотиваци󰑧 введени󰑱 CI-преобра󰑬овани󰑱. Рассмотрим следу󰑧щу󰑧 об-

щу󰑧 󰑬адачу определени󰑱 компонент смеси. Пуст󰑭 имеетс󰑱 система случайных величин

X1, X2, . . . , Xn, описыва󰑧ща󰑱 продол󰑨ител󰑭ности работы n ра󰑬личных компонентов сло󰑨-

ной системы, работа󰑧щей в случайной среде. Мы предполагаем, что при 󰑬аданном состо󰑱нии

среды (t) компоненты 󰑬ависимы, име󰑧т ра󰑬личные характеристики, и их совместна󰑱 функци󰑱

распределени󰑱 равна G
(t)
n (x1, x2, . . . , xn). Таким обра󰑬ом, продол󰑨ител󰑭ности работы компо-

нентов системы в случайной среде описыва󰑧тс󰑱 смес󰑭󰑧

Fn(x1, x2, . . . , xn) =

∞󰁝

−∞

G(t)
n (x1, x2, . . . , xn) µ(dt), (1)

11 ма󰑱 2024 г.



где мы предполагаем, что параметр состо󰑱ни󰑱 среды одномерный, а мера µ описывает ее

веро󰑱тностное поведение. Интересует вопрос, мо󰑨но ли по выборке и󰑬 распределени󰑱 Fn что-

то у󰑬нат󰑭 о распределении G
(t)
n , ничего не 󰑬на󰑱 ни о нем, ни о µ.

Поставим более частный вопрос. Мо󰑨но ли по выборке и󰑬 Fn определит󰑭, 󰑱вл󰑱етс󰑱 ли это

распределение гауссовской смес󰑭󰑧. И󰑬вестно, что один и󰑬 вариантов многомерного распре-10

делени󰑱 Ст󰑭󰑧дента (Kshirsagars Multivariate t-Distribution, см. Kotz and Nadarajah (2004), p.

87) с числом степеней свободы r имеет функции распределени󰑱 (это пока󰑬ано далее в лемме

1) вида (1) с гауссовскими функци󰑱ми G
(t)
n и мерой µ, 󰑬авис󰑱щей от r.

Предполо󰑨им, имеетс󰑱 n-мерна󰑱 выборка, котору󰑧 ну󰑨но проверит󰑭 на отсутствие согла-

си󰑱 с данным семейством распределений (сра󰑬у дл󰑱 всех r). Наход󰑱 ее CI-преобра󰑬ование (с15

испол󰑭󰑬ованием оценок условных функций распределени󰑱) и в󰑬󰑱в проекци󰑧 мен󰑭шей ра󰑬мер-

ности, 󰑬адача сводитс󰑱 к проверке отсутстви󰑱 согласи󰑱 с гауссовской копулой (св󰑱󰑬анной с

G
(t)
n , но не 󰑬авис󰑱щей от t). Таким обра󰑬ом, 󰑬адача упрощаетс󰑱, по крайней мере, отсутствием

необходимости в оценке параметра r. Не искл󰑧чено, что подобный метод мо󰑨но распростра-

нит󰑭 на другие гауссовские смеси, что по󰑬волит искл󰑧чат󰑭 сра󰑬у более широкие семейства20

распределений. Отметим, что ре󰑬ул󰑭тат работы Savinov and Shamraeva (2023) по󰑬вол󰑱ет гово-

рит󰑭 об испол󰑭󰑬овании данного метода дл󰑱 проверки отсутстви󰑱 бесконечной перестановоч-

ности (т.е. принадле󰑨ности, в силу теоремы де Финетти, к смес󰑱м не󰑬ависимых случайных

величин).

2. Основные пон󰑱ти󰑱.25

Пре󰑨де чем напомнит󰑭 определение копулы введем некоторые обо󰑬начени󰑱.

I := [0, 1], u := (u1, u2, . . . , un) ∈ In. Дл󰑱 a,b ∈ In будем писат󰑭 a 󰃑 b, когда ak 󰃑 bk дл󰑱 всех

k = 1, 2, . . . , n. Дл󰑱 a 󰃑 b будем обо󰑬начат󰑭 чере󰑬 [a,b] n-пр󰑱моугол󰑭ник [a1, b1] × [a2, b2] ×

. . .× [an, bn] ⊆ In. Φ(·) -

Определение 1. Пуст󰑭 H : In → I, a,b ∈ In, B = [a,b] – n-пр󰑱моугол󰑭ник в In.

H-об󰑫емом n-пр󰑱моугол󰑭ника B будем на󰑬ыват󰑭 ра󰑬ност󰑭 пор󰑱дка n функции H на B

VH(B) = ∆b
aH(t) = ∆bn

an∆
bn−1
an−1

. . .∆b2
a2
∆b1

a1
H(t),

где ра󰑬ност󰑭 первого пор󰑱дка определ󰑱етс󰑱 как

∆bk
ak
H(t) = H(t1, . . . , tk−1, bk, tk+1, . . . , tn)−H(t1, . . . , tk−1, ak, tk+1, . . . , tn).
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Определение 2 (Copula). Функци󰑱 C : In → I на󰑬ываетс󰑱 n-копулой, если она обладает30

следу󰑧щими свойствами

1) Дл󰑱 ка󰑨дого u ∈ In

C(u) = 0, если u1u2 · · · un = 0;

2) Если все координаты u кроме uk равны 1, то

C(u) = uk;

3) Дл󰑱 всех a и b и󰑬 In таких, что a 󰃑 b

VC([a,b]) 󰃍 0.

Как и󰑬вестно, копула св󰑱󰑬ывает многомерну󰑧 функци󰑧 распределени󰑱 с одномерными

маргинал󰑭ными распределени󰑱ми (см., например, Nelsen (2006)).

Далее вводитс󰑱 пон󰑱тие CI-преобра󰑬овани󰑱.35

Рассмотрим случайный вектор Xn с абсол󰑧тно-непрерывной функцией распределени󰑱

F (x1, . . . , xn) = C (F1(x1), . . . , Fn(xn))

на веро󰑱тностном пространстве {Ω,B,P}. 󰑪дес󰑭 Fi(xi) маргинал󰑭ные распределени󰑱 и C ко-

пула. Обо󰑬начим чере󰑬 f1...n(x1, . . . , xn) плотност󰑭 распределени󰑱 вектора Xn, fi(xi) марги-

нал󰑭ные плотности, и Fi | 1...̂ı...n(xi|x1, . . . , 󰁥xi, . . . , xn) условну󰑧 функци󰑧 распределени󰑱 слу-

чайной величины Xi относител󰑭но всех остал󰑭ных компонент (󰑬накˆо󰑬начает пропуск соот-

ветству󰑧щего компонента). Рассмотрим случайные величины

X∗
i,n = Fi | 1...̂ı...n(Xi|X1, . . . ,󰁦Xi, . . . , Xn).

Как пока󰑬ано в Savinov and Shamraeva (2023), их совместна󰑱 функци󰑱 распределени󰑱 󰑱вл󰑱-

етс󰑱 копулой, и следу󰑧щее определение корректно.

Определение 3. Будем на󰑬ват󰑭 отобра󰑨ение C 󰀁→ Cci

Cci(u) = P{X∗
1,n 󰃑 u1, . . . , X

∗
n,n 󰃑 un}, u = (u1, . . . , un),

где Xn = (X1, . . . , Xn) прои󰑬вол󰑭ный вектор с копулой C, CI-преобра󰑬ованием (Cross-

Independence) абсол󰑧тно-непрерывной копулы C. Копулу Cci(u) будем на󰑬ыват󰑭 CI-копулой

или CI-обра󰑬ом копулы C.40
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Далее мы вводим меру на гил󰑭бертовом пространстве тол󰑭ко с одной цел󰑭󰑧 – с помощ󰑭󰑧

проекций меры на некоторый ортонормированный ба󰑬ис получит󰑭 согласованное семейство

копул.

Рассмотрим и󰑬меримое пространство {H,B(H)}, где H вещественное сепарабел󰑭ное гил󰑭-

бертово пространство со счетным оронормированным ба󰑬исом {ei}∞i=1, борелевской σ-алгеброй

и скал󰑱рным прои󰑬ведением 〈·, ·〉. Будем рассматриват󰑭 на нем счетно-аддитивну󰑧 меру µ с

характеристическим функционалом

Ψµ(y) =

󰁝 ∞

0

exp

󰀝
− t

2
〈By, y〉

󰀞
gr(t) dt, y ∈ H, (2)

где B линейный самосопр󰑱󰑨енный поло󰑨ител󰑭но определенный 󰑱дерный оператор с соб-

ственными векторами {ei}∞i=1 и

gr(t) =
rr/2

2r/2Γ(r/2)
t−r/2−1 exp

󰀝
− r

2t

󰀞
, t > 0.

Следует отметит󰑭, что эту меру мо󰑨но на󰑬ват󰑭 мерой Ст󰑭󰑧дента на {H,B(H)} с r степе-

н󰑱ми свободы. Действител󰑭но, выберем {fk} – прои󰑬вол󰑭ный ортонормированный ба󰑬ис в

гил󰑭бертовом пространстве H и рассмотрим случайные величины Xi = 〈·, fi〉 на веро󰑱тност-

ном пространстве {H,B(H), µ}. 󰑯сно, что соответству󰑧щие проекции меры µ (распределени󰑱

случайных векторов Xn = (X1, . . . , Xn)) име󰑧т характеристические функции

ψ1...n(y1, . . . , yn) =

󰁝 ∞

0

exp

󰀝
− t

2

n󰁛

i,j=1

yiyj〈Bfi, fj〉
󰀞
gr(t) dt. (3)

Пока󰑨ем, что характеристическа󰑱 функци󰑱 (3) соответствует одному и󰑬 вариантов мно-

гомерного распределени󰑱 Ст󰑭󰑧дента – Kshirsagars Multivariate t-Distribution (см. Kotz and45

Nadarajah (2004), стр. 87).

Лемма 1. Предполо󰑨им, что вектор Y имеет n-мерное гауссовское распределение с нуле-

вым средним и ковариационной матрицей C = (〈Bfi, fj〉), и S2
r не󰑬ависима󰑱 от Y случайна󰑱

величина с распределением χ2(r) (r ∈ N). ). Тогда случайный вектор T = Y/
󰁳

S2/r обладает

характеристической функцией (3).50

Дока󰑬ател󰑭ство. Характеристическа󰑱 функци󰑱 случайного вектора T имеет вид

ϕT (y) = E exp

󰀫
i
〈Y, y〉󰁳
S2
r/r

󰀬
= E

󰀥
E

󰀣
exp

󰀫
i
〈Y, y〉󰁳
S2
r/r

󰀬󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏
1

S2
r/r

󰀤󰀦

= E
󰁫
E
󰀓
exp

󰁱
i〈Y, y〉

√
U
󰁲󰀏󰀏󰀏U

󰀔󰁬
,
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где U ∼ invΓ
󰀃
r
2
, r
2

󰀄
(обратное гамма-распределение с параметрами (r/2, r/2)). Тогда

ϕT (y) =

∞󰁝

0

E
󰀓
exp

󰁱
i〈Y, y

√
t〉
󰁲󰀔

gr(t) dt =

∞󰁝

0

ϕY

󰀓
y
√
t
󰀔
gr(t) dt

=

∞󰁝

0

exp

󰀝
− t

2
〈Cy, y〉

󰀞
gr(t) dt.

󰑪амечание 1. Конечно, такое представление распределени󰑱 Ст󰑭󰑧дента как гауссовской

смеси хорошо и󰑬вестно, и его структура 󰑬ависимости (как и других нормал󰑭ных сме-

сей в случае ра󰑬мерности два) и󰑬учалис󰑭 с испол󰑭󰑬ованием копул, например, в Heinen and

Valdesogo (2020).55

Введем некоторые вспомогател󰑭ные пон󰑱ти󰑱.

Обо󰑬начим Bn = πnBπn, где πn 󰯹 ортопроектор H → Hn = span {f1, . . . , fn}. Введем

обо󰑬начени󰑱 дл󰑱 следу󰑧щих квадратичных форм:

s2n := s2n(h) =
1

n
〈B−1

n πnh, πnh〉,

s2∞ := s2∞(h) = lim
n→∞

s2n(h),

Случайные величины

ζi,n := ζi,n(h) =
〈B−1

n fi, h〉
s∞〈B−1

n fi, fi〉1/2
, i = 1, . . . , n, (4)

относител󰑭но меры µ (см. дока󰑬ател󰑭ство теоремы 1 в Savinov (2015)) совместно гауссовские

с ковариаци󰑱ми60

c
(n)
ij := cov

󰀃
ζi,n, ζj,n

󰀄
=

〈B−1
n fi, fj〉

[〈B−1
n fi, fi〉〈B−1

n fj, fj〉]1/2
. (5)

3. Сходимост󰑭 CI-копул

Теорема 1. Пуст󰑭 Cn ст󰑭󰑧дентовские копулы распределений с характеристическими

функци󰑱ми (3). Обо󰑬начим чере󰑬 CgB−
n

гауссовску󰑧 n-копулу с матрицей коррел󰑱ций
󰀓
c
(n)
ij

󰀔
,

элементы которой определ󰑱󰑧тс󰑱 уравнением (5). Тогда дл󰑱 л󰑧бых k ∈ N и (u1, . . . , uk) ∈

(0, 1)k выполн󰑱етс󰑱 сходимост󰑭

Cci
n (u1, . . . , uk, 1 . . . , 1) → CgB−

k
(u1, . . . , uk) , n → ∞.
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Дока󰑬ател󰑭ство. Бе󰑬 потери общности, мы мо󰑨ем предполагат󰑭 Cn копулами семейства

ст󰑭󰑧дентовских векторов Xn = {X1, X2, . . . , Xn}, n = 1, 2, . . ., определенных на и󰑬меримом

пространстве {H,B(H)}, где H 󰯹 вещественное сепарабел󰑭ное гил󰑭бертово пространство со65

счетным ортонормированным ба󰑬исом {fi}∞i=1, борелевской σ-алгеброй и скал󰑱рным прои󰑬ве-

дением 〈·, ·〉, счетно-аддитивной мерой Ст󰑭󰑧дета µ с r степен󰑱ми свободы и характеристиче-

ским функционалом (2), Xi = 〈·, fi〉.

Обо󰑬начим xi := Φ−1(ui). Тогда

Cci
n (u1, . . . , uk, 1 . . . , 1) = Cci

n (Φ (x1) , . . . ,Φ (xk) , 1 . . . , 1)

= µ
󰀋
Φ−1

󰀃
X∗

1,n

󰀄
󰃑 x1, . . . ,Φ

−1
󰀃
X∗

k,n

󰀄
󰃑 xk

󰀌
. (6)

И󰑬 пункта 3 леммы 3 работы Savinov (2015), следует, что

lim
n→∞

µ
󰀋
Φ−1

󰀃
X∗

1,n

󰀄
󰃑 x1, . . . ,Φ

−1
󰀃
X∗

k,n

󰀄
󰃑 xk

󰀌
= lim

n→∞
µ {ζ1,n 󰃑 x1, . . . , ζk,n 󰃑 xk} . (7)

󰑪аметим, что дл󰑱 л󰑧бого i 󰃑 k < n выполн󰑱етс󰑱

B−1
n fi = B−1

k fi. (8)

Действител󰑭но, поло󰑨им

h := B−1
n fi ∈ Hn, h′ := B−1

k fi ∈ Hn,

следовател󰑭но,

fi = Bkh
′ = πkBh′ = πk

k󰁛

ĩ=1

〈h′, fĩ〉Bfĩ =
k󰁛

k̃=1

k󰁛

ĩ=1

〈h′, fĩ〉 〈Bfĩ, fk̃〉 fk̃ ⇒

k󰁛

ĩ=1

〈h′, fĩ〉 〈Bfĩ, fk̃〉 = δik̃,

Bnh
′ = πnBh′ =

n󰁛

k̃=1

k󰁛

ĩ=1

〈h′, fĩ〉 〈Bfĩ, fk̃〉 fk̃ =
n󰁛

k̃=1

δik̃fk̃ = fi = Bnh ⇒

Bn(h− h′) = 0 ⇒ h = h′,

что и дока󰑬ывает равенство (8).70
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И󰑬 (8) следует, что c
(n)
ij = c

(k)
ij , и учитыва󰑱 (4) и (5), получим

µ {ζ1,n 󰃑 x1, . . . , ζk,n 󰃑 xk} = µ {ζ1,k 󰃑 x1, . . . , ζk,k 󰃑 xk} = (9)

= CgB−
k
(Φ (x1) , . . . ,Φ (xk)) = CgB−

k
(u1, . . . , uk) ,

и дока󰑬ател󰑭ство теоремы следует и󰑬 равенств (6), (7) и (9).

󰑪амечание 2. Пример CI-преобра󰑬овани󰑱 n-мерной гауссовской копулы в Savinov and

Shamraeva (2023) пока󰑬ывает, что

CgB−
k
(u1, . . . , uk) = Cci

gBk
(u1, . . . , uk),

где CgBk
копула гауссовского распределени󰑱 с ковариационной матрицей 〈Bfi, fj〉, i, j =

1, 2, . . . , k. Таким обра󰑬ом, и󰑬 этого примера и теоремы 1 следует, что

Cci
n (u1, . . . , uk, 1 . . . , 1) → Cci

gBk
(u1, . . . , uk).

4. Экстремал󰑭на󰑱 предел󰑭на󰑱 теорема

Теорема 1 и 󰑪амечание 2 пока󰑬ыва󰑧т, что CI-обра󰑬 распределени󰑱 Ст󰑭󰑧дента ока󰑬ываетс󰑱

асимптотически гауссовским распределением, которое, в сво󰑧, очеред󰑭, 󰑱вл󰑱етс󰑱 ре󰑬ул󰑭татом

CI-преобра󰑬овани󰑱 гауссовского 󰑱др󰑱 исходной смеси.75

Сейчас нас будет интересоват󰑭 следу󰑧щий вопрос: верно ли, что экстремал󰑭ные 󰑬начени󰑱

случайных величин с CI-копулами распределени󰑱 Ст󰑭󰑧дента и гауссовскими маргинал󰑭ными

распределени󰑱ми ведут себ󰑱 так 󰑨е, как экстремумы гауссовских векторов в схеме серий?

Стоит 󰑬аметит󰑭, что экстремал󰑭ные 󰑬начени󰑱 в схеме серий 󰑬ависимых случайных вели-

чин, св󰑱󰑬анные ра󰑬личными семействами копул, и󰑬учалис󰑭 в Lebedev (2015). В работе так󰑨е80

представлены обобщенные ре󰑬ул󰑭таты об экстремал󰑭ных индексах дл󰑱 схем серий с архи-

медовыми копулами. Кроме того, в Goldaeva and Lebedev (2018) и󰑬учалис󰑭 вопросы серий

случайной длины.

Испол󰑭󰑬уем классические дл󰑱 экстремал󰑭ной теории (см. Leadbetter et al. (1983)) числовые

последовател󰑭ности (n 󰃍 2)

αn = (2 lnn)1/2, βn = (2 lnn)1/2 − 1

2
(2 lnn)−1/2(ln lnn+ ln(4π)).

Теорема 2. Рассмотрим семейство ст󰑭󰑧дентовских случайных векторов Xn =

{X1, X2, . . . , Xn} n = 1, 2, . . . , 󰯹 определенных на веро󰑱тностном пространстве {H,B(H), µ},
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описанное выше. Пуст󰑭 Cn соответству󰑧щие t-копулы, Φ(x) и ϕ(x) обо󰑬нача󰑧т стандарт-

ну󰑧 нормал󰑭ну󰑧 функци󰑧 распределени󰑱 и плотност󰑭, соответственно. Введем схему се-

рий случайных величин
󰁱
X

(n)
i

󰁲n

i=1
n = 1, 2, . . . , определенну󰑧 на подход󰑱щем веро󰑱тностном

пространстве {Ω0,B0,P0} и име󰑧щу󰑧 совместну󰑧 функци󰑧 распределени󰑱

P0

󰁱
X

(n)
1 󰃑 x1, . . . , X

(n)
n 󰃑 xn

󰁲
= Cci

n (Φ(x1), . . . ,Φ(xn)).

Если ба󰑬ис {fk} такой, что

δ := lim sup
n→∞

max
i ∕=j

󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏 < 1, (10)

и дл󰑱 γ > 0 существует 0 < α < 1−δ
1+δ

такой, что

max
nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij ln(j − i)− γ
󰀏󰀏󰀏 → 0, n → ∞, (11)

то дл󰑱 л󰑧бого x ∈ R имеет место сходимост󰑭

P0

󰀝
αn

󰀕
max
1󰃑i󰃑n

X
(n)
i − βn

󰀖
󰃑 x

󰀞
→

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−e−x−γ+

√
2γ z

󰁲
ϕ(z) dz. (12)

5. Вспомогател󰑭ные ре󰑬ул󰑭таты

Следу󰑧щие леммы 2 и 3 устанавлива󰑧т асимптотическое поведение экстремумов дл󰑱 сил󰑭-85

но 󰑬ависимых серий в схеме с совместными нормал󰑭ными распределени󰑱ми. Случай слабой

󰑬ависимости, а именно, асимптотического поведение элементов матрицы точности при уда-

лении от главной диагонали (d > nα) при росте ра󰑬мерности (o
󰀃
ln−1 n

󰀄
вместо ln−1 n, как в

насто󰑱щей работе), исследовалс󰑱 в Savinov (2015). Следует 󰑬аметит󰑭, что предыдущие иссле-

довани󰑱 экстремал󰑭ных 󰑬начений в случае гауссовской схемы серий касалис󰑭 тол󰑭ко случа󰑱90

слабой 󰑬ависимости серий с условием стационарности (см. Hsing et al. (1996)). Случай сил󰑭-

ной 󰑬ависимости рассматривалс󰑱 тол󰑭ко в случае стационарных последовател󰑭ностей (см.

Mittal Y. (1975)).

Введем схему серий (0, 1)-гауссовских случайных величин

{ξi,n, i = 1, . . . , n}∞n=1 ,

где случайные величины в ка󰑨дой строке совместно гауссовские с нулевыми средними и

ковариационной матрицей C(n) =
󰀓
c
(n)
ij

󰀔
. Обо󰑬начим

M∗
n := max

1󰃑i󰃑n
ξi,n.

8



Дл󰑱 γ > 0, 0 < α < 1 поло󰑨им (n > 1)

ρn :=
γ

lnn
, w

(n)
ij := max

󰁱
ρn,

󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏
󰁲
, δ := lim sup

n→∞
max
i ∕=j

w
(n)
ij ,

δ∗n,α(γ) := max
nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij ln(j − i)− γ
󰀏󰀏󰀏 .

Лемма 2. Будем считат󰑭 выполненными следу󰑧щие услови󰑱

1) δ < 1;95

2) дл󰑱 󰑬аданного γ > 0 существует 0 < α < 1−δ
1+δ

такое, что

δ∗n,α(γ) → 0, n → ∞; (13)

3) числова󰑱 последовател󰑭ност󰑭 un → ∞ такова, что n
󰀃
1− Φ(un)

󰀄
ограничена.

Тогда
󰁛

1󰃑i<j󰃑n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 exp
󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
→ 0, n → ∞. (14)

Дока󰑬ател󰑭ство. Дл󰑱 дока󰑬ател󰑭ства достаточно предполо󰑨ит󰑭, что существует некоторое

τ > 0, удовлетвор󰑱󰑧щее услови󰑧

n
󰀃
1− Φ(un)

󰀄
→ τ, n → ∞. (15)

Предполо󰑨им, что (14) выполн󰑱етс󰑱 при этом предполо󰑨ении. Рассмотрим числову󰑧 после-

довател󰑭ност󰑭 {vn} таку󰑧, что n
󰀃
1 − Φ(vn)

󰀄
ограничена. Тогда существует τ > 0 и соответ-

ству󰑧ща󰑱 последовател󰑭ност󰑭 {un} така󰑱, что дл󰑱 достаточно бол󰑭ших n, выполн󰑱етс󰑱

n
󰀃
1− Φ(un)

󰀄
󰃍 n

󰀃
1− Φ(vn)

󰀄
⇒ vn 󰃍 un ⇒

exp

󰀣
− v2n

1 + w
(n)
ij

󰀤
󰃑 exp

󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
.

И сходимост󰑭 (14) имеет место и дл󰑱 последовател󰑭ности vn.

Испол󰑭󰑬у󰑱 и󰑬вестну󰑧 асимптотику

1− Φ(u) ∼ ϕ(u)

u
, u → ∞, (16)

9



пока󰑨ем справедливост󰑭

un ∼ (2 lnn)1/2 , n → ∞, (17)

exp

󰀕
−u2

n

2

󰀖
∼ unτ

√
2π

n
, n → ∞. (18)

Действител󰑭но, ввиду (15) очевидно, что un → ∞. В силу (16) и (15) при n → ∞

nϕ(un)

un

→ τ, (19)

а отс󰑧да сра󰑬у следует (18). Кроме того, (19) влечет

lnn− 1

2
ln 2π − u2

n

2
− ln un − ln τ → 0, n → ∞.

Отс󰑧да при n → ∞

u2
n + 2 ln un

2 lnn
→ 1 ⇒ u2

n

2 lnn
=

u2
n + 2 ln un

2 lnn
· u2

n

u2
n + 2 ln un

→ 1,

откуда и следует (17).

Ра󰑬делим сумму в (14) на две группы слагаемых. Выберем дол󰑨ным обра󰑬ом (см. (13))100

α < 1−δ
1+δ

и оценим перву󰑧 сумму.

В силу непрерывности функции g(x) = 1−(δ+x)
1+δ+x

в правой полуокрестности нул󰑱, найдетс󰑱

такое 0 < ε < min{δ, 1− δ}, что

α <
1− (δ + ε)

1 + δ + ε
.

По определени󰑧 верхнего предела найдетс󰑱 такое N = N(ε), что

sup
n>N

max
i ∕=j

w
(n)
i,j < δ + ε.

󰑪начит дл󰑱 достаточно бол󰑭ших n (n > N)

󰁛

1󰃑j−i󰃑nα

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 exp
󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
󰃑 4δn1+α exp

󰀕
− u2

n

1 + δ + ε

󰀖
=

= 4δn1+α

󰀗
exp

󰀕
−u2

n

2

󰀖󰀘 2
1+δ+ε

= 4δn1+α
󰀓un

n

󰀔 2
1+δ+ε

󰁫
τ
√
2π

󰀃
1 + o (1)

󰀄󰁬 2
1+δ+ε

в силу (18). Далее, обо󰑬нача󰑱 чере󰑬 K некотору󰑧 константу, 󰑬авис󰑱щу󰑧 тол󰑭ко от τ , δ и ε, и

испол󰑭󰑬у󰑱 (17), получим

󰃑 Kn1+α
󰀓un

n

󰀔 2
1+δ+ε

= Knα− 1−(δ+ε)
1+δ+ε (2 lnn)

1
1+δ+ε

󰀃
1 + o (1)

󰀄 2
1+δ+ε → 0, n → ∞.
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󰑪аймемс󰑱 вторым слагаемым. Обо󰑬начим

δ(nα) := max
nα<j−i<n

w
(n)
ij .

Пока󰑨ем ограниченност󰑭 величины δ(nα) lnnα. Действител󰑭но,

δ(nα) lnnα = max
nα<j−i<n

max
󰁱
ρn lnn

α,
󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏 lnnα
󰁲
󰃑

󰃑 max
nα<j−i<n

󰀓
ρn lnn

α +
󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏 lnnα
󰀔
󰃑 max

nα<j−i<n

󰀓
ρn lnn+

󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏 ln(j − i)
󰀔
=

= γ + max
nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij

󰀏󰀏󰀏 ln(j − i) 󰃑 2γ + δ∗n,α(γ).

Таким обра󰑬ом„

δ(nα) lnnα 󰃑 M (20)

дл󰑱 некоторого M = M(α) в силу (13). Тогда

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 exp
󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
󰃑 exp

󰀕
− u2

n

1 + δ (nα)

󰀖 󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 =

=
n2

lnn
exp

󰀕
− u2

n

1 + δ (nα)

󰀖
· lnn
n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 . (21)

Рассмотрим в последнем выра󰑨ении первый мно󰑨ител󰑭 и пока󰑨ем его ограниченност󰑭. Вос-

пол󰑭󰑬уемс󰑱 неравенством (20) и асимптотикой (18)

n2

lnn
exp

󰀕
− u2

n

1 + δ (nα)

󰀖
󰃑 n2

lnn
exp

󰀣
− u2

n

1 + M
α lnn

󰀤
=

n2

lnn

󰀗
exp

󰀕
−u2

n

2

󰀖󰀘 2

1+ M
α lnn

=

=
n2

lnn

󰀓un

n

󰀔 2

1+ M
α lnn

󰁫
τ
√
2π(1 + o (1))

󰁬 2

1+ M
α lnn .

Обонача󰑱 чере󰑬 K некотору󰑧 константу, 󰑬авис󰑱щу󰑧 от τ , дл󰑱 достаточно бол󰑭ших n получим

󰃑 K
n2

lnn

󰀓un

n

󰀔 2

1+ M
α lnn = K · n

2M
M+α lnn · u

2α lnn
M+α lnn
n · 1

lnn
.

Снова пол󰑭󰑬у󰑱с󰑭 (17), получим

= K · n
2M

M+α lnn · (2 lnn)
α lnn

M+α lnn

󰀃
1 + o (1)

󰀄 2α lnn
M+α lnn · 1

lnn
.

󰑪аметим, что

n
2M

M+α lnn → e
2M
α , (2 lnn)

α lnn
M+α lnn · 1

lnn
→ 2, n → ∞.
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Таким обра󰑬ом,

lim sup
n→∞

n2

lnn
exp

󰀕
− u2

n

1 + δ (nα)

󰀖
󰃑 2Ke

2M
α .

Тепер󰑭 рассмотрим второй мно󰑨ител󰑭 в (21) и пока󰑨ем, что он сходитс󰑱 к нул󰑧. Действи-

тел󰑭но,
lnn

n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 󰃑

󰃑 lnn

n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏c
(n)
ij − γ

ln(j − i)

󰀏󰀏󰀏󰀏+
lnn

n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏ρn −
γ

ln(j − i)

󰀏󰀏󰀏󰀏 󰃑

󰃑 1

αn2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij ln(j − i)− γ
󰀏󰀏󰀏+

γ

n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏1−
lnn

ln(j − i)

󰀏󰀏󰀏󰀏 󰃑

󰃑 (n− nα + 1)2

2αn2
δ∗n,α(γ) +

γ

αn2 lnn

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏ln
j − i

n

󰀏󰀏󰀏󰀏 → 0, n → ∞

в силу (13) и ограниченности следу󰑧щего мно󰑨ител󰑱 во втором слагаемом:

lim sup
n→∞

1

n2

󰁛

nα<j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏ln
j − i

n

󰀏󰀏󰀏󰀏 󰃑 lim
n→∞

1

n2

󰁛

1󰃑j−i<n

󰀏󰀏󰀏󰀏ln
j − i

n

󰀏󰀏󰀏󰀏 =

=

1󰁝

0

dx

1󰁝

x

󰀏󰀏󰀏󰀏ln(y − x)

󰀏󰀏󰀏󰀏 dy =
3

4
.

Лемма дока󰑬ана.

Лемма 3. Пуст󰑭 выполнены следу󰑧щие услови󰑱 (услови󰑱 1 и 2 леммы 2)

1) δ < 1;

2) дл󰑱 󰑬аданного γ > 0 существует 0 < α < 1−δ
1+δ

такой, что

δ∗n,α(γ) → 0, n → ∞. (22)

Тогда дл󰑱 л󰑧бого x ∈ R

P {αn (M
∗
n − βn) 󰃑 x} →

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−e−x−γ+

√
2γ z

󰁲
ϕ(z) dz. (23)

Дока󰑬ател󰑭ство. Обо󰑬начим un = x/αn + βn. Пре󰑨де всего отметим, что в услови󰑱х леммы

n (1− Φ(un)) → e−x.
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Это следует и󰑬 теорем 1.5.3 (см. Leadbetter et al. (1983), стр. 14) и 1.5.1 (см. Leadbetter et al.105

(1983), стр. 13).

Обо󰑬начим чере󰑬 N(B) точечный процесс Кокса, два󰑨ды стохастический пуассоновский

процесс со случайной интенсивност󰑭󰑧 λ = m(B) exp
󰀋
−x− γ +

√
2γζ

󰀌
, где ζ ∼ N(0, 1). В

частности, одномерные распределени󰑱 этого процесса име󰑧т вид

P {N(B) = k} =

∞󰁝

−∞

󰀃
m(B) exp

󰀋
−x− γ +

√
2γz

󰀌󰀄k

k!
×

× exp
󰁱
−m(B)e−x−γ+

√
2γz

󰁲
ϕ(z) dz,

где B ∈ B(R), m(·) мера Лебега.

Дл󰑱 ка󰑨дого n определим случайный вектор ηn = {ηn(j), j = 1, 2, . . . , n} следу󰑧щим об-

ра󰑬ом

ηn (j) := ξj,n.

Введем точечный процесс выходов конечной случайной последовател󰑭ности ηn 󰑬а уровен󰑭

un

Nn(B) :=
󰁛

j:j/n∈B

1{ηn(j)>un}, B ∈ B([0, 1]).

Тогда (дл󰑱 0 󰃑 c < d 󰃑 1)

ENn ((c, d]) = ([nd]− [nc])P {ξj,n > un} = ([nd]− [nc]) (1− Φ(un)) → (d− c) e−x.

С другой стороны

EN ((c, d]) =
∞󰁛

k=1

∞󰁝

−∞

󰀃
(d− c) exp

󰀋
−x− γ +

√
2γz

󰀌󰀄k

(k − 1)!
×

× exp
󰁱
−(d− c)e−x−γ+

√
2γz

󰁲
ϕ(z) dz =

= (d− c) e−x

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−γ +

󰁳
2γz

󰁲
ϕ(z) dz =

= (d− c) e−x

∞󰁝

−∞

ϕ
󰀓
z −

󰁳
2γ

󰀔
dz = (d− c) e−x.

Поло󰑨им

c = c1 < d1 < · · · < ck < dk = d
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и установим сходимост󰑭 при n → ∞

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Nn ((ci, di]) = 0}
󰀤

→ P

󰀣
k󰁟

i=1

{N ((ci, di]) = 0}
󰀤
. (24)

Обо󰑬начим

Mn(c, d) := max {ξj,n : cn < j 󰃑 dn, j ∈ Z} .

Пре󰑨де всего 󰑬аметим, что

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Nn ((ci, di]) = 0}
󰀤

= P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn(ci, di) 󰃑 un}
󰀤
. (25)

Действител󰑭но, событие {Mn(ci, di) 󰃑 un} о󰑬начает, что на полуинтервале (ci, di] превышени󰑱

процессом ηn уровн󰑱 un не прои󰑬ошло. Поэтому величина Nn ((ci, di]) = 0.

Далее обо󰑬начим

Mn(c, d, ρ) := max
󰁱
󰁥ζj : cn < j 󰃑 dn, j ∈ Z

󰁲
,

где {󰁥ζj}1󰃑j󰃑n стандартные совместно нормал󰑭ные случайные величины с одинаковыми кова-110

риаци󰑱ми ρ.

Тогда

Mn(c, d, 0)
d
= max {ζj : cn < j 󰃑 dn, j ∈ Z} ,

где {ζj}1󰃑j󰃑n не󰑬ависимые стандартные нормал󰑭ные.

Пока󰑨ем сходимост󰑭

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di) 󰃑 un}
󰀤

− P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di, ρn) 󰃑 un}
󰀤

→ 0. (26)

Дл󰑱 оценки ра󰑬ности воспол󰑭󰑬уемс󰑱 нормал󰑭ной леммой сравнени󰑱 (Normal Comparison

Lemma, Leadbetter et al. (1983), стр.81, теорема 4.2.1).
󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di) 󰃑 un}
󰀤

− P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di, ρn) 󰃑 un}
󰀤󰀏󰀏󰀏󰀏󰀏 󰃑

󰃑 1

2π

󰁛

1󰃑i<j󰃑n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏
1󰁵

1−
󰀓
w

(n)
ij

󰀔2
exp

󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
.

Поскол󰑭ку δ < 1, дл󰑱 достаточно бол󰑭ших n верна оценка δ 󰃑 max
i ∕=j

w
(n)
ij <

√
δ. Тогда

󰃑 1

2π
√
1− δ

󰁛

1󰃑i<j󰃑n

󰀏󰀏󰀏c(n)ij − ρn

󰀏󰀏󰀏 exp
󰀣
− u2

n

1 + w
(n)
ij

󰀤
→ 0, n → ∞
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в силу леммы 2.

Осталос󰑭 пока󰑬ат󰑭 сходимост󰑭

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di, ρn) 󰃑 un}
󰀤

→ P

󰀣
k󰁟

i=1

{N ((ci, di]) = 0}
󰀤
. (27)

󰑪аметим, что ∀i = 1, 2, . . . , k

Mn(ci, di, ρ)
d
=

󰁳
1− ρMn(ci, di, 0) +

√
ρ ζ

где ζ стандартна󰑱 нормал󰑭на󰑱 величина, не 󰑬авис󰑱ща󰑱 от системы {ζj}1󰃑j󰃑n.

Действител󰑭но,

󰁳
1− ρMn(ci, di, 0) +

√
ρ ζ

d
= max

cin<j󰃑din

󰀓󰁳
1− ρ ζj +

√
ρ ζ

󰀔
d
= max

cin<j󰃑din

󰁥ζj.

Так как полуинтервалы (ci, di] не пересека󰑧тс󰑱, то одинаково распределены и векторы с115

компонентами Mn(ci, di, ρ) и
√
1− ρMn(ci, di, 0) +

√
ρ ζ соответственно.

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn (ci, di, ρn) 󰃑 un}
󰀤

= P

󰀣
k󰁟

i=1

󰁱󰁳
1− ρn Mn(ci, di, 0) +

√
ρn ζ 󰃑 un

󰁲󰀤
=

=

∞󰁝

−∞

P

󰀣
k󰁟

i=1

󰀝
Mn(ci, di, 0) 󰃑

un −
√
ρn z√

1− ρn

󰀞󰀤
ϕ(z) dz. (28)

Рассмотрим отдел󰑭но веро󰑱тност󰑭 под 󰑬наком интеграла в (28).

Учитыва󰑱, что ρn = 2γ/α2
n, имеем

vn :=
un −

√
ρn z√

1− ρn
=

󰀕
1 +

1

2
ρn + o (ρn)

󰀖󰀕
x

αn

+ βn −
√
ρn z

󰀖
=

=
x+ γ −

√
2γ z

αn

+ βn + o
󰀃
α−1
n

󰀄
. (29)

Далее

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn(ci, di, 0) 󰃑 vn}
󰀤

=
k󰁜

i=1

(Φ(vn))
[din]−[cin] = (30)

=
k󰁜

i=1

󰀕
1− n (1− Φ(vn))

n

󰀖[din]−[cin]

.

󰑪аметим, что в силу (29) и теоремы 1.5.3 (см. Leadbetter et al. (1983), стр. 14)

lim
n→∞

P {Mn(0, 1, 0) 󰃑 vn} =

15



= lim
n→∞

P

󰀝
Mn(0, 1, 0) 󰃑

x+ γ −
√
2γ z

αn

+ βn

󰀞
= exp

󰁱
−e−(x+γ−

√
2γ z)

󰁲
.

Тогда и󰑬 теоремы 1.5.1 (см. Leadbetter et al. (1983), стр. 13) следует, что

n (1− Φ(vn)) → e−(x+γ−
√
2γ z).

Тогда и󰑬 (30) следует

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn(ci, di, 0) 󰃑 vn}
󰀤

→
k󰁜

i=1

exp
󰁱
−(di − ci) e

−(x+γ−
√
2γ z)

󰁲
, n → ∞.

По теореме Лебега о ма󰑨орируемой сходимости при переходе по n → ∞ в (28) имеем

P

󰀣
k󰁟

i=1

{Mn ((ci, di, ρn]) 󰃑 un}
󰀤

→
∞󰁝

−∞

k󰁜

i=1

exp
󰁱
−(di − ci) e

−(x+γ−
√
2γ z)

󰁲
ϕ(z) dz.

Осталос󰑭 󰑬аметит󰑭, что права󰑱 част󰑭 совпадает с P

󰀕
k󰁗

i=1

{N ((ci, di]) = 0}
󰀖

, и сходимост󰑭 (27)

дока󰑬ана. (24) следует и󰑬 (25), (26) и (27). В силу теоремы Калленберга (см. теорема A.1.

Leadbetter et al. (1983), стр. 309) имеет место сходимост󰑭 по распределени󰑧 последовател󰑭-

ности точечных процессов

Nn
d→ N.

Событие {M∗
n 󰃑 un} = {Mn(0, 1) 󰃑 un} о󰑬начает, что на полуинтервале (0, 1] превышени󰑱

процессом ηn уровн󰑱 un не прои󰑬ошло. Таким обра󰑬ом, при n → ∞

P {M∗
n 󰃑 un} = P {Nn ((0, 1]) = 0} →

→ P {N ((0, 1]) = 0} =

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−e−x−γ+

√
2γ z

󰁲
ϕ(z) dz.

6. Дока󰑬ател󰑭ство теоремы 2

Дока󰑬ател󰑭ство.120

В дока󰑬ател󰑭стве испол󰑭󰑬уетс󰑱 лемма 3 и леммы 2, 3, 4 и󰑬 работы Savinov (2015).

Бе󰑬 ограничени󰑱 общности мо󰑨но считат󰑭, что веро󰑱тностное пространство {Ω0,B0,P0}

ест󰑭 {H,B(H), µ}, и

X
(n)
i = Φ−1

󰀃
X∗

i,n

󰀄
. (31)
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Обо󰑬начим

Mn := max
1󰃑i󰃑n

X
(n)
i . (32)

Далее будем испол󰑭󰑬оват󰑭 обо󰑬начени󰑱

ai(n) :=
X

(n)
i

ζi,n
, bi(n) := ζi,n,

a∗(n) := min
1󰃑i󰃑n

X
(n)
i

ζi,n
, a∗(n) := max

1󰃑i󰃑n

X
(n)
i

ζi,n
, b∗(n) := max

1󰃑i󰃑n
ζi,n,

d(n) := a∗(n)1{b∗(n)󰃍0} + a∗(n)1{b∗(n)<0}, e(n) := a∗(n)1{b∗(n)󰃍0} + a∗(n)1{b∗(n)<0},

где ζi,n определены в (7) и󰑬 работы Savinov (2015).

Поскол󰑭ку µ-п.н. a∗(n) > 0 (см. лемма 3, п. 2 в Savinov (2015)) и µ-п.н.

d(n)b∗(n) 󰃑 Mn 󰃑 e(n)b∗(n),

(см. лемма 4 в Savinov (2015)), то µ-п.н.

αn [d(n)b
∗(n)− βn] 󰃑 αn

󰀃
Mn − βn

󰀄
󰃑 αn [e(n)b

∗(n)− βn] . (33)

󰑪аметим (см. лемма 3, п. 3 в Savinov (2015)), что µ-п.н. a∗(n) → 1, a∗(n) → 1, поэтому ввиду

a∗(n) 󰃑 d(n) 󰃑 a∗(n), a∗(n) 󰃑 e(n) 󰃑 a∗(n),

имеем

d(n) → 1, e(n) → 1, µ− a.s. (34)

Рассмотрим леву󰑧 част󰑭 неравенства (33)

αn [d(n)b
∗(n)− βn] = d(n)αn [b

∗(n)− βn] + αnβn [d(n)− 1] . (35)

И󰑬вестно (см. дока󰑬ател󰑭ство теоремы 1 в Savinov (2015)), что случайные величины

ζi,n, i = 1, 2, . . . , n совместно гауссовские с ковариаци󰑱ми

cov
󰀃
ζi,n, ζj,n

󰀄
= c

(n)
ij .

Поэтому в силу (34) и леммы 3 дл󰑱 всех x ∈ R

µ
󰀋
d(n)αn [b

∗(n)− βn] 󰃑 x
󰀌
→

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−e−x−γ+

√
2γ z

󰁲
ϕ(z) dz. (36)
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Воспол󰑭󰑬уемс󰑱 ранее полученными ре󰑬ул󰑭татами. 󰑪амеча󰑱, что дл󰑱 n 󰃍 2

αnβn = 2 lnn− 1

2
(ln lnn+ ln 4π) > 0,

µ-п.н. (см. лемма 3, п. 1 в Savinov (2015))

αnβnA
(n) 󰃑 αnβn [a∗(n)− 1] 󰃑

󰃑 αnβn [d(n)− 1] 󰃑

󰃑 αnβn [a
∗(n)− 1] 󰃑 αnβn max

1󰃑i󰃑n
B

(n)
i .

Таким обра󰑬ом, (см. лемма 2, п. 2, 3 в Savinov (2015)) µ-п.н. αnβn [d(n)− 1] → 0, откуда с

учетом (35) и (36)

µ
󰀋
αn [d(n)b

∗(n)− βn] 󰃑 x
󰀌
→

∞󰁝

−∞

exp
󰁱
−e−x−γ+

√
2γ z

󰁲
ϕ(z) dz.

Сходимост󰑭 в правой части (33) дока󰑬ываетс󰑱 аналогично, откуда и следует утвер󰑨дение

теоремы.

7. 󰑪акл󰑧чение125

Смеси распределений широко и󰑬уча󰑧тс󰑱 в ра󰑬личных контекстах, например, в таких как

теори󰑱 наде󰑨ности, а так󰑨е в других подобных случа󰑱х, когда мы имеем дело с группой

набл󰑧дений, состо󰑱щей и󰑬 ра󰑬нородных подгрупп. Как следует и󰑬 насто󰑱щей работы, приме-

н󰑱󰑱 методы оценки условных функций распределени󰑱 и испол󰑭󰑬у󰑱 CI-преобра󰑬ование, мо󰑨-

но построит󰑭 некоторый критерий согласи󰑱 выборки с гауссовской смес󰑭󰑧, пока, правда, в130

относител󰑭но частном случае семейства ст󰑭󰑧дентовских распределений. Кроме того, было

пока󰑬ано, что максимал󰑭ные компоненты элементов преобра󰑬ованной многомерной выбор-

ки и󰑬 такой гауссовской смеси ведут себ󰑱 аналогично тем 󰑨е максимал󰑭ным компонентам

элементов преобра󰑬ованной многомерной гауссовской выборки.
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