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Ïðåäñòàâëåíî Î.Ñ. Ðîçàíîâîé

Abstract: We study the problem of constructing a non-smooth
solution for a class of spatial time-optimal control problems in
the case of a three-dimensional non-convex target set M with
a smooth boundary S. A singular set (the so-called scattering
surface) is constructed, on which the optimal result function loses
smoothness. For an analytical description of the singularities of the
solution, pseudo vertices are introduced, which are characteristic
points of the surface S, which are responsible for the occurrence of
singularities. The extreme points of the scattering surface, which
de�ne its boundary, are studied. A formula is found for the extreme
points of the singular set in the case when the pseudo vertices
are elliptical points of the surface S. Necessary conditions for the
existence of pseudo vertices are obtained in terms of the curvature
of the normal section S. An example of constructing a solution to
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optimal result function in the class of spatial problems of speed control:

the case of a target set with positive Gaussian curvature of the boundary.
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the speed control problem based on the obtained theoretical results
is given.

Keywords: control problem, optimal result function, scattering
surface, singular set, curvature, normal, pseudovertex.

Ââåäåíèå

Ðàçðàáîòêà êîððåêòíûõ ïðîöåäóð ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ óïðàâ-
ëåíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ âûçâàíà âíóòðåííèìè ïîòðåáíîñòÿìè òåîðèè
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðè ýòîì ñôåðà ïðèìåíåíèÿ ýòèõ ïðîöåäóð
âêëþ÷àåò òåîðèè, ñ êîòîðûìè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå òåñíî ïåðåïëåòå-
íî. Àëãîðèòìû îêàçûâàþòñÿ âîñòðåáîâàííûìè, íàïðèìåð, ïðè ïîñòðîå-
íèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðî-
èçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà è óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè [1]. Èçó÷àå-
ìûé â íàñòîÿùåé ðàáîòå êëàññ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàí
ñ ýâîëþöèåé âîëíîâûõ ôðîíòîâ â çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [2].
Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ñîäåðæàòåëüíûå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ âûøå
òåîðèé (ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, ìèíè-
ìàêñíîå ðåøåíèå â òåîðèè óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà�ßêîáè, îáîáùåííûé
ýéêîíàë â ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêå), êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ íåãëàäêèìè
ôóíêöèÿìè. Íåãëàäêîñòü ðàçðåøàþùèõ êîíñòðóêöèé ñëóæèò îáúåêòèâ-
íîé ïðåãðàäîé äëÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé. Ïîýòî-
ìó ïðåîáëàäàþùèì íàïðàâëåíèåì êîíñòðóèðîâàíèÿ ðåøåíèé âûñòóïàåò
âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ñì., íàïðèìåð, [3, 4].
Â ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà

ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà â êëàññå òðåõìåðíûõ çàäà÷ óïðàâëå-
íèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ äëÿ ñëó÷àÿ öåëåâîãî ìíîæåñòâà ñ ãëàäêîé ãðà-
íèöåé. Ðåøåíèå ïðîáëåìû äîñòèãàåòñÿ êîìáèíèðîâàííûì ïîäõîäîì, ñî-
÷åòàþùèì òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñ âû÷èñëèòåëüíûìè àëãîðèòìàìè.
Â ðàáîòå äîêàçàíà òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó îñî-
áûìè òî÷êàìè ãðàíèöû öåëåâîãî ìíîæåñòâà è êðàéíèìè òî÷êàìè ñèíãó-
ëÿðíîãî ìíîæåñòâà. Òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü â àíàëèòè÷åñêîé ôîð-
ìå ãðàíèöó ñèíãóëÿðíîé ïîâåðõíîñòè. Ïîñòðîåíèå ñàìîé ïîâåðõíîñòè
îñóùåñòâëÿåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Êîìáèíèðîâàííûé ïîäõîä äëÿ
âûÿâëåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ ðàíåå ðåàëèçîâûâàë-
ñÿ àâòîðàìè ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ (íàïðè-
ìåð, [5, 6]). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàêîïëåííûé îïûò ïîñòðîåíèÿ íåãëàä-
êèõ ðåøåíèé çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé îïòèìèçàöèè ðàçâèò è ïåðåíåñåí íà
òðåõìåðíûå çàäà÷è.
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1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü çàäàíî çàìêíóòîå, â îáùåì ñëó÷àå íåâûïóêëîå, ìíîæåñòâîM ⊂
R3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äèíàìèêîé

ẋ ∈ V (0, 1) ⊂ R3, (1)

x = (x, y, z) ∈ R3, V (c, r) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíóòûé øàð â R3 ñ
öåíòðîì â òî÷êå c ðàäèóñà r > 0. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç u(x) ôóíê-
öèþ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà, òî åñòü íàèìåíüøåå âðåìÿ τ, çà êîòîðîå
ðåøåíèå îäíîòî÷å÷íîé ñèñòåìû ìîæíî ïðèâåñòè íà öåëåâîå ìíîæåñòâî.
Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ñ äè-

íàìèêîé (1) ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå Áåëëìàíà�Àéçåêñà

min
(v1,v2,v3)∈V (0,1)

(
v1

∂u

∂x
+ v2

∂u

∂y
+ v3

∂u

∂z

)
+ 1 = 0, (2)

îáîáùåííîå (ìèíèìàêñíîå) ðåøåíèå êîòîðîãî ïðè ãðàíè÷íîì óñëîâèè

u|∂M = 0 (3)

ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà u = inf
m∈M

∥x − m∥, ãäå

∥ · ∥ � åâêëèäîâà íîðìà â R3. Çäåñü ∂M � ãðàíèöà ìíîæåñòâà M.
Óêàæåì ðîäñòâåííóþ êðàåâóþ çàäà÷ó èç ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, ðàñ-

ñìîòðåâ óðàâíåíèå ýéêîíàëà(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

= 1. (4)

Ôóíäàìåíòàëüíîå (îáîáùåííîå) ðåøåíèå u = uk(x),x ∈ R3 \ M, çàäà-
÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (4) ñ êðàåâûì óñëîâèåì (3), ââåäåííîå Ñ.Í.
Êðóæêîâûì [2], ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
óðàâíåíèÿ (2), (3) ïî ìîäóëþ, íî èìååò ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê.
Åñëè M � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî ñóæåíèå ôóíêöèè u(x) íà äîïîë-

íåíèå ìíîæåñòâà M äî âñåãî ïðîñòðàíñòâà R3 äèôôåðåíöèðóåìî. Åñëè
M � íå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, òî íà R3 \ M ñóùåñòâóåò ñèíãóëÿðíîå
ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà òåðÿåò ãëàä-
êîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ íàéäåíî, åñ-
ëè ïîñòðîåíà êàðòà ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ Φ(τ) = {x ∈ R3 : u(x) = τ}
ïðè çàäàííûõ ìîìåíòàõ âðåìåíè τ ∈ (0,+∞) è âûäåëåíî ìíîæåñòâî èõ
íåãëàäêîñòè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè Φ(τ) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê âîëíîâûå ôðîíòû, èäóùèå îò ìíîæåñòâà M â ñðåäå,
îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (4).
Â äàëüíåéøåì ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî

ìíîæåñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è (2), (3), ñäåëàâ àêöåíò íà âûÿâëåíèè àíàëè-
òè÷åñêèõ âçàèìîñâÿçåé ìåæäó òî÷êàìè ñèíãóëÿðíîñòè è êðàåâûì ìíî-
æåñòâîì.
Îáîçíà÷èì ΩM (x) ìíîæåñòâî áëèæàéøèõ â åâêëèäîâîé ìåòðèêå òî÷åê

ê x íà ìíîæåñòâå M ⊂ R3.



516 À. À. ÓÑÏÅÍÑÊÈÉ, Ï.Ä. ËÅÁÅÄÅÂ

Îïðåäåëåíèå 1. [7] Ìíîæåñòâî

L(M) ≜ {x ∈ R3 : cardΩM (x) > 1} (5)

íàçûâàåòñÿ áèññåêòðèñîé çàìêíóòîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà M,
cardΩM (x) îçíà÷àåò ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ΩM (x).

Áèññåêòðèñà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìíîæåñòâà ñèììåòðèè, íà êî-
òîðîì âîëíîâûå ôðîíòû [8] òåðÿþò ãëàäêîñòü. Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ìíî-
æåñòâ ñèììåòðèè ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [9]. Êà÷åñòâåííûå îñî-
áåííîñòè ìíîæåñòâ íàãëàäêîñòè âîëíîâûõ ôðîíòîâ â åâêëèäîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ íåáîëüøîé ðàçìåðíîñòè îïèñàíû â [10]. Ãëàäêîñòü îáîáùåí-
íîãî (ñîãëàñíî òîé èëè èíîé êîíöåïöèè) ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå (3)
äëÿ óðàâíåíèÿ ýéêîíàëà (4) íàõîäèòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðèè êðà-
åâîãî ìíîæåñòâà è ñâîéñòâ îïåðàòîðà ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè íà êðàåâîå
ìíîæåñòâî. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýòîò îïåðàòîð èìååò ñóãóáî îäíîýëåìåíò-
íûå çíà÷åíèÿ, ò.å. êîãäà cardΩM (x) = 1 äëÿ âñåõ x ∈ R3 \ M, òî è
ìèíèìàêñíîå (ïî À.È. Ñóááîòèíó) è ôóíäàìåíòàëüíîå (ïî Ñ.Í. Êðóæêî-
âó) ðåøåíèÿ, êîòîðûå îòëè÷íû äðóã îò äðóãà òîëüêî çíàêîì, ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè (ñì. îáçîð [11]). Çàìåòèì, ÷òî îäíî-
ýëåìåíòíîñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà ìåòðè÷åñêîé ïðîåêöèè ðåàëèçóåòñÿ â
ñëó÷àå âûïóêëîñòè êðàåâîãî ìíîæåñòâà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóåò-
ñÿ ñëó÷àé, êîãäà êðàåâîå ìíîæåñòâî M ìîæåò áûòü è íåâûïóêëûì, ÷òî
âëå÷åò çàðîæäåíèå ñèíãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà (áèññåêòðèñû L(M)) è íåîá-
õîäèìîñòü ðàçðàáîòêè àíàëèòè÷åñêèõ, ÷èñëåííûõ èëè êîìáèíèðîâàííûõ
àëãîðèòìîâ åãî ïîñòðîåíèÿ.
Ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ áèññåêòðèñà L(M)

åñòü ðàññåèâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü [12, Ïðèìåð 6.10.1] â çàäà÷å áûñòðîäåé-
ñòâèÿ ñ äèíàìèêîé (1) è öåëåâûì ìíîæåñòâîì M. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç
êàæäîé å¼ òî÷êè âûõîäèò êàê ìèíèìóì äâå îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè, íà-
ïðàâëåííûå â ðàçíûå ñòîðîíû îò ïîâåðõíîñòè, � îòðåçêè [x,yi], i = 1, k,
ãäå yi ∈ ΩM (x), k = cardΩM (x). Â çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ
(2) ñ êðàåâûì óñëîâèåì (3) äàííûå îòðåçêè ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêà-
ìè [1], ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç òî÷êó x. Ñóæåíèå ðåøåíèÿ u(x) íà ìíîæåñòâî
R3 \ M ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé, äèôôåðåíöèðóåìîé âñþäó, êðîìå ìíîæå-
ñòâà L(M). Ïðè ýòîì â òî÷êàõ x ∈ L(M) îïðåäåëåí ñóïåðäèôôåðåíöèàë

D+u(x) = co
{

x−yi

∥x−yi|| : yi ∈ ΩM (x)
}
, ãäå coY � âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíî-

æåñòâà Y (ïîäðîáíåå ñì. [13, ãë. II, � 8]). Ñóïåðäèôôåðåíöèàë D+u(x)
èñïîëüçóåòñÿ â [14] äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ñóæåíèå ôóíêöèè u(x)
íà ìíîæåñòâå R3 \M ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è
(2), (3).

Îïðåäåëåíèå 2. [14] Íåñîâïàäàþùèå òî÷êè ŷi ∈ M è yi ∈ M íàçûâà-
þòñÿ êâàçè-ñèììåòðè÷íûìè, åñëè

∃x ∈ L(M) : {ŷi,yi} ⊆ ΩM (x).
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Òî÷êà x ∈ L(M) â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ òî÷êîé, ïîðîæäåííîé ïàðîé
ŷi, yi.

Îïðåäåëåíèå 3. [7] Òî÷êà y0 ∈ M íàçûâàåòñÿ ïñåâäîâåðøèíîé ìíî-
æåñòâà M, åñëè ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ŷi,yi)}∞i=1 ⊂ M
ïàð íåñîâïàäàþùèõ òî÷åê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xi}∞i=1 ⊂ L(M), äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∀i ∈ N {ŷi,yi} ⊆ ΩM (xi) (6)

è
lim
i→∞

(ŷi,yi) = (y0,y0). (7)

Åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë

lim
i→∞

xi = x0, (8)

òî x0 íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé áèññåêòðèñû, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïñåâäîâåðøèíå y0.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå x 7→ ΩM (x) ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó (ñì. [7,
ñòð. 111]), òî ïñåâäîâåðøèíà y0 ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøåé íà ìíîæåñòâå M
äëÿ êðàéíåé òî÷êè x0, è âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

y0 ∈ ΩM (x0). (9)

Çàìåòèì, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïñåâäîâåðøèíå, íå îáÿ-
çàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì ê y0 ýëåìåíòîì íà çàìûêàíèè clL(M)
ñèíãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà L(M). Âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà îäíîé ïñåâäî-
âåðøèíå ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå êðàéíèå òî÷êè, íàõîäÿùèåñÿ íà
ðàçíîì ðàññòîÿíèè, êàê â [5, ïðèìåð 4.1].

2 Ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèÿ çàäà÷è

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíèöà ìíîæåñòâàM åñòü
ãëàäêàÿ ïîâåðõíîñòü S, ñîâïàäàþùàÿ ñ ãîäîãðàôîì äâàæäû äèôôåðåí-
öèðóåìîé âåêòîð-ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ r = r(t1, t2) ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ (t1, t2) ∈ T ⊆ R2.
Îñíîâíûå èíâàðèàíòû â òî÷êå y ∈ S � ýòî
◦ n(y) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè â òî÷êå y ê ïîâåðõíîñòè S;
◦ k1(y) è k2(y) � ãëàâíûå êðèâèçíû â òî÷êå y;
◦ e1(y) è e2(y) � âåêòîðà, çàäàþùèå íàïðàâëåíèÿ ãëàâíûõ ñå÷åíèé â

òî÷êå y.
Îáîçíà÷èì πe(y) ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó y ïàðàëëåëü-

íî âåêòîðàì n(y) è e. Êðèâàÿ Γi, ïîëó÷åííàÿ ñå÷åíèåì ïîâåðõíîñòè S
ïëîñêîñòüþ πei(y), èìååò â òî÷êå y êðèâèçíó ki(y), i = 1, 2. Âåëè÷èíà
k(y) = k1(y) · k2(y) íàçûâàåòñÿ ãàóññîâîé êðèâèçíîé ïîâåðõíîñòè â òî÷-
êå y ∈ S. Ïîäðîáíåå èíâàðèàíòû ïîâåðõíîñòè îïèñàíû, íàïðèìåð, â [15].
Ïîëàãàåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|k1(y)| ⩾ |k2(y)|. (10)
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü êðàéíÿÿ òî÷êà x0 ñîîòâåòñòâóåò ïñåâäîâåðøèíå
y0 ∈ S è äëÿ ãëàâíûõ êðèâèçí â íåé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10). Åñëè

k(y0) > 0, (11)

òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

x0 = y0 + k−1
1 (y0)n(y0). (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî ñèñòåìà êî-
îðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî y0 = 0, îñü àáñöèññ ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì
âåêòîðà e1(y0), à îñü îðäèíàò � ñ íàïðàâëåíèåì âåêòîðà e2(y0). Òîãäà êî-
îðäèíàòû êðàéíåé òî÷êè ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê x0 = (0, 0, z0). Óñëî-
âèå (11) îçíà÷àåò, ÷òî y0 � ýëëèïòè÷åñêàÿ òî÷êà, òî åñòü ïîâåðõíîñòü
S ëîêàëüíî ñòðîãî âûïóêëà â îäíó ñòîðîíó (â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
y0). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì, ÷òî íàïðàâëåíèå âûïóêëîñòè
íàïðàâëåíî â ïîëîæèòåëüíóþ ñòîðîíó îñè àïïëèêàò. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â
äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïñåâäîâåðøèíû òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íîð-
ìàëåé íàõîäèòñÿ ñî ñòîðîíû ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ îñè àïïëèêàò,
à çíà÷èò

z0 > 0. (13)

Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

z0 ⩽ k1(y0)
−1. (14)

Äîïóñòèì, ÷òî (14) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ðàññìîòðèì íîðìàëüíîå ñå÷åíèå Γ1

ïîâåðõíîñòè S ïëîñêîñòüþ πe1(y0). Êðèâàÿ Γ1 â ïëîñêîñòè πe1(y0) èìå-
åò ðàäèóñ êðèâèçíû â òî÷êå y0 ðàâíûé R1 = |k1(y0)|−1. Ïîýòîìó îíà
çàõîäèò âíóòðü êðóãà ðàäèóñà R = z0 > R1 ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, à
çíà÷èò y0 /∈ ΩM (x0). Ñëåäîâàòåëüíî, x0 íå ìîæåò áûòü êðàéíåé òî÷êîé,
ïîðîæäåííîé ïñåâäîâåðøèíîé y0, â ñèëó (9). Ïîëó÷èëîñü ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|z0| ⩾ |k1(y0)|−1. (15)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç òðåóãîëüíèêîâ ∆i =△
ŷixiyi, i = 1, 2, . . . , òî÷êè êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (6)�(8). Ïî
ïîñòðîåíèþ âñå òðåóãîëüíèêè ∆i ðàâíîáåäðåííûå, ïðè÷åì ðàâíûå ñòî-
ðîíû ïðèìûêàþò ê âåðøèíå xi. Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ

∥ŷi − yi∥
sin(∠ŷixiyi)

=
∥xi − yi∥

sin(∠xiŷiyi)
.

Çäåñü ∠abc îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó óãëà ñ âåðøèíîé â b è
ñòîðîíàìè ab è bc. Îñóùåñòâèì ïðåäåëüíûé ïåðåõîä:

lim
i→∞

∥xi − yi∥ = lim
i→∞

∥ŷi − yi∥ sin(∠xiŷiyi)

sin(∠ŷixiyi)
. (16)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî äëèíà ñòîðîíû ŷiyi â ïðåäåëå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à
çíà÷èò

lim
i→∞

∠xiŷiyi = π/2. (17)
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Èç (16) è (17) ñëåäóåò

lim
i→∞

∥xi − yi∥ = lim
i→∞

∥ŷi − yi∥ sin(π/2)
sin(∠ŷixiyi)

= lim
i→∞

∥ŷi − yi∥
sin(∠ŷixiyi)

. (18)

Ïðè ýòîì ïîñêîëüêó

lim
i→∞

yi = 0,

òî

∥x0 − 0∥ = lim
i→∞

∥xi − yi∥ = lim
i→∞

∥ŷi − yi∥
sin(∠ŷixiyi)

. (19)

Îöåíèì çíà÷åíèå óãëà ∠ŷixiyi. Â îêðåñòíîñòè òî÷êè y0 ïîâåðõíîñòü
S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè

f(x, y) =
k1
2
x2 +

k2
2
y2 + o(x2 + y2), (20)

ïîëèíîì k1
2 x

2 + k2
2 y

2 çàäàåò ãðàôèê òàê íàçûâàåìîãî ñîïðèêàñàþùåãî-
ñÿ ïàðàáîëîèäà [16, c. 443�446] ïîâåðõíîñòè S. Çäåñü o(t) îçíà÷àåò òà-
êóþ ôóíêöèþ, ÷òî lim

t→0
o(t)t−1 = 0. Ñîîòâåòñòâåííî ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

ôóíêöèè (20) â îêðåñòíîñòè òî÷êè (x, y) = (0, 0) ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëå-
íû â âèäå

f ′
x(x, y) = k1x+ o(x) + o(y), (21)

f ′
y(x, y) = k2y + o(x) + o(y). (22)

Âåêòîðà åäèíè÷íûõ íîðìàëåé â òî÷êàõ ŷi = (x̂i, ŷi, f(x̂i, ŷi)) è yi =
(xi, yi, f(xi, yi)) â îêðåñòíîñòè ïñåâäîâåðøèíû ðàâíû

n(ŷi) =

(
−f ′

x(x̂i, ŷi),−f ′
y(x̂i, ŷi), 1

)√
f ′
x(x̂i, ŷi)

2 + f ′
y(x̂i, ŷi)

2 + 1
, (23)

n(yi) =

(
−f ′

x(xi, yi),−f ′
y(xi, yi), 1

)√
f ′
x(xi, yi)

2 + f ′
y(xi, yi)

2 + 1
. (24)

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèêè △n∗(ŷi)0n
∗(yi), ãäå

n∗(ŷi) =
(
−f ′

x(x̂i, ŷi),−f ′
y(x̂i, ŷi), 1

)
(25)

n∗(yi) =
(
−f ′

x(xi, yi),−f ′
y(xi, yi), 1

)
. (26)

Âåêòîðà (25) è (26) ñîíàïðàâëåíû åäèíè÷íûì íîðìàëÿì (23) è (24). Ïî-
ýòîìó

n∗(ŷi) ∧ n∗(yi) = n(ŷi) ∧ n(yi) = ∠ŷixiyi. (27)

Çäåñü a ∧ b îçíà÷àåò íåîòðèöàòåëüíûé óãîë ìåæäó âåêòîðàìè a è b.
Ñîãëàñíî òåîðåìå ñèíóñîâ

∥n∗(ŷi)− n∗(yi)∥
sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))

=
∥n∗(ŷi)∥

sin(∠0n∗(ŷi)n∗(yi))
. (28)

Ïîñêîëüêó

lim
i→∞

∥n∗(ŷi)− n∗(yi)∥ = 0,
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lim
i→∞

∥n∗(ŷi)∥ = lim
i→∞

∥n∗(yi)∥ = 1,

òî
lim
i→∞

sin(∠0n∗(ŷi)n
∗(yi)) = lim

i→∞
sin (∠0n∗(yi)n

∗(ŷi)) = 1.

Ïîýòîìó èç ðàâåíñòâà (28) ñëåäóåò

lim
i→∞

∥n∗(ŷi)− n∗(yi)∥
sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))

= lim
i→∞

∥n∗(ŷi)∥
sin(∠0n∗(ŷi)n∗(yi))

= 1.

Èç ïðåäñòàâëåíèé (21), (22), è íåðàâåíñòâà (10) âûòåêàåò îöåíêà â
îêðåñòíîñòè ïñåâäîâåðøèíû:

∥n∗(ŷi)− n∗(yi)∥ =

√
(f ′

x(x̂i, ŷi)− f ′
x(xi, yi))

2 +
(
f ′
y(x̂i, ŷi)− f ′

y(xi, yi)
)2

=

=

√
(k1(x̂i + o(x̂i))− k1(xi + o(xi)))

2 + (k2(ŷi + o(ŷi))− k2(yi + o(yi)))
2 =

=

√
(k1(x̂i − xi) + o(x̂i − xi))

2 + (k2(ŷi − yi) + o(ŷi − yi))
2 ⩽

⩽
√
(k1(x̂i − xi) + o(x̂i − xi))

2 + (k1(ŷi − yi) + o(ŷi − yi))
2 =

=
√

k21 ((x̂i − xi)2 + (ŷi − yi)
2 + o(x̂i − xi)2 + o(ŷi − yi)

2) =

= k1
√

∥ŷi − yi∥2 + o(∥ŷi − yi∥2) = k1∥ŷi − yi∥+ o(∥ŷi − yi∥). (29)

Äëÿ íîðìû êðàéíåé òî÷êîé, âû÷èñëåííîé ñîãëàñíî (19), èç ðàâåíñòâ
(27) è íåðàâåíñòâà (29) ñëåäóåò

∥x0∥ = lim
i→∞

∥ŷi − yi∥
sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))

= lim
i→∞

∥ŷi − yi∥
∥n∗(ŷi)− n∗(yi)∥

⩾

⩾ lim
i→∞

∥ŷi − yi∥
k1∥ŷi − yi∥+ o(∥ŷi − yi∥)

=
1

k1
.

Çíà÷èò, (15) âûïîëíÿåòñÿ.
Èç íåðàâåíñòâ (13)�(15) ñëåäóåò, ÷òî â ïðèíÿòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
x0 =

(
0, 0, k−1

1

)
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (12). □

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíû ïðèíöèïèàëüíî äðóãèå ñëó÷àè ðàñïîëîæåíèÿ
ïñåâäîâåðøèí è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì êðàéíèõ òî÷åê. Íàïðèìåð, åñëè

k(y0) < 0, (30)

òî ìîãóò ñóùåñòâîâàòü äâå ðàçëè÷íûå êðàéíèå òî÷êè x0,x
∗
0, ïîðîæäåí-

íûå îäíîé ïñåâäîâåðøèíîé y0. Îíè îáå ëåæàò íà íîðìàëè ê S â òî÷êå
y0, íî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò íåå. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî òî÷êè, äëÿ
êîòîðûõ âåðíî (30), ÿâëÿþòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, ðàçíûå íîðìàëüíûå
ñå÷åíèÿ â íèõ âûïóêëû â ðàçíûå ñòîðîíû. Òàêæå âîçìîæåí âûðîæäåí-
íûé ñëó÷àé òî÷êè y0, â êîòîðîé

k(y0) = 0,
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çäåñü y0 � ïàðàáîëè÷åñêàÿ òî÷êà. Åñòü âñå îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ
íèõ ôîðìóëà (12) òîæå âûïîëíÿåòñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê óïëîùåíèÿ,
â êîòîðûõ îáå ãëàâíûå êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â íóëü). Îäíàêî ñòðîãîå
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà ãîðàçäî ñëîæíåå, ÷åì äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ
òî÷åê, ïîñêîëüêó â ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷êàõ ïîâåðõíîñòü ìîæåò íå áûòü
ëîêàëüíî âûïóêëîé â îäíó ñòîðîíó.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü äëÿ ãëàâíûõ êðèâèçí â ïñåâäîâåðøèíå y0 ∈ S
ñïðàâåäëèâî (10). Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (11), òî êðèâèçíà íîðìàëüíîãî ñå-
÷åíèÿ Γ1 = πe1(y0) ∩ S äîñòèãàåò â òî÷êå y0 ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 êðàéíÿÿ òî÷êà áèññåêòðèñû, ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïñåâäîâåðøèíå y0 ∈ S, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (12). Èç
(9) ñëåäóåò, ÷òî

y0 ∈ ΩΓ1(x0), (31)

ïîñêîëüêó Γ1 ⊂ S. Â òî æå âðåìÿ åñëè ðàññìîòðåòü ïëîñêîñòü πe1(y0), òî
x0 ÿâëÿåòñÿ íà íåé öåíòðîì êðèâèçíû êðèâîé Γ1 â òî÷êå y0 ∈ Γ1. Ïðè
ýòîì åñëè â öåëîì Γ1 ìîæåò ñîäåðæàòü îñîáûå òî÷êè, òî â îêðåñòíîñòè y0

îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ñîïðèêàñàþùåéñÿ
îêðóæíîñòè O(x0, k

−1
1 (y0)) ê Γ1 â òî÷êå y0 Åñëè êðèâèçíà k êðèâîé Γ1

â y0 âîçðàñòàåò èëè óáûâàåò (ïðè ïðîèçâîëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè), òî Γ1

ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû O(x0, k
−1
1 (y0)) íà äðóãóþ. Åñëè êðèâèçíà k

êðèâîé Γ1 â y0 äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà, òî Γ1 ñ îáåèõ ñòîðîí
çàõîäèò âíóòðü êðóãà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ íà Γ1 åñòü òî÷êè, êîòîðûå ëåæàò
áëèæå ê x0, ÷åì y0. Çíà÷èò, (31) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè â y0 êðèâèçíà
k êðèâîé Γ1 äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà, âîçìîæíî íå ñòðîãîãî. □

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â ïñåâäîâåðøèíå y0 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî k1(y0) =
k2(y0), òî âñå íîðìàëüíûå ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè S â íåé äîëæíû èìåòü
ëîêàëüíûé ìàêñèìóì êðèâèçíû. Ïîäîáíûå òî÷êè íàçûâàþòñÿ îìáèëè-
÷èñêèìè èëè òî÷êàìè îêðóãëåíèÿ.

3 Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ

Ïóñòü äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ (1) â êà÷åñòâå öåëåâîãî ìíîæåñòâà
M çàäàí ïîäãðàôèê ôóíêöèè

f(x, y) =
(
x2 + y2

)2
(32)

ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ R2. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êàðòó ïîâåðõíîñòåé
óðîâíÿ, âûäåëèâ ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî L(M). Îãðàíè÷èâàþùàÿ ìíî-
æåñòâî M ïîâåðõíîñòü S ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê ãîäîãðàô
âåêòîð�ôóíêöèè

r(t1, t2) =
(
t1, t2, t

4
1 + 2t21t

2
2 + t42

)
, t1 ∈ R, t2 ∈ R.

Ãðàôèê ôóíêöèè (32) ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 4 ïî-
ðÿäêà, à òî÷íåå ïîâåðõíîñòüþ âðàùåíèÿ ïàðàáîëû 4 ñòåïåíè. Ó íåå åñòü
îñü ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùàÿ ñ îñüþ àïïëèêàò.
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Àíàëèç ïîâåðõíîñòè S êàê ãðàôèêà ôóíêöèè (32) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïñåâäîâåðøèíû íà íåé ëåæàò íà îêðóæíîñòè

O∗ =
{(

λ cos t, λ sin t, λ4
)
∈ R3 : t ∈ [0, π], λ = 56−1/6

}
. (33)

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè S ÿâëÿþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè (çà èñ-
êëþ÷åíèåì (0, 0, 0), â êîòîðîé îáå ãëàâíûå êðèâèçíû îáðàùàþòñÿ â
íóëü), òî âî âñåõ ïñåâäîâåðøèíàõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Äëÿ
çíà÷åíèÿ êðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ πe1(y0),y0 ∈ O∗, âûïîëíÿåòñÿ
ñëåäñòâèå 1.
Ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî L(M) ñîñòîèò èç ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, êðàé

êîòîðîãî ñîñòîèò èç êðàéíèõ òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïñåâäîâåðøèíàì
ìíîæåñòâà M, è ëó÷à, ëåæàùåãî íà îñè àïïëèêàò. Êîîðäèíàòû íà÷à-
ëà ëó÷à (0, 0, 0.9449). Ïîñòðîåííûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè àïïðîêñèìà-
öèè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ôóíêöèè îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà Φ(0.546) è
Φ(1.023) (êðàñíûì öâåòîì), ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî L(M) (ñèíèì öâå-
òîì), ïîâåðõíîñòü S (çåëåíûì öâåòîì) è ìíîæåñòâî ïñåâäîâåðøèí (33)
(ôèîëåòîâîé ëèíèåé) ïîêàçàíû íà ðèñ. 1 è 2 (â ðàçðåçå ïëîñêîñòüþ yOz).
Çàìåòèì, ÷òî âîëíîâîé ôðîíò Φ(0.546) èìååò íåãëàäêóþ îñîáåííîñòü â
âèäå îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé îí ïåðåñåêàåòñÿ ñ áèññåêòðèñîé, à ôðîíò
Φ(1.023) � â âèäå îäíîé òî÷êè.
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Ðèñ. 1. Ïîâåðõíîñòü S, ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî L(M),
ìíîæåñòâî ïñåâäîâåðøèí O∗ è âîëíîâîé ôðîíò Φ(0.546).

4 Çàêëþ÷åíèå

Â ðàìêàõ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïî áûñòðîäåéñòâèþ ñ øà-
ðîâîé âåêòîãðàììîé ñêîðîñòåé è íåâûïóêëûì öåëåâûì ìíîæåñòâîì M
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Ðèñ. 2. Ïîâåðõíîñòü S, ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî L(M),
ìíîæåñòâî ïñåâäîâåðøèí O∗ è âîëíîâîé ôðîíò Φ(1.023).

ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé S äîêàçàíà ôîðìóëà êðàéíåé òî÷êè ñèíãóëÿðíîãî
ìíîæåñòâà, ïîðîæäåííîé ïñåâäîâåðøèíîé, � ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êîé ïî-
âåðõíîñòè öåëåâîãî ìíîæåñòâà. Óñòàíîâëåíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ïñåâäîâåðøèíû â òåðìèíàõ êðèâèçíû íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ
ïîâåðõíîñòè S. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ýêñòðàïîëÿ-
öèþ â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òåîðåì î ñâîéñòâàõ ïñåâäîâåðøèí ïëîñ-
êèõ ìíîæåñòâ [17]. Ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàñêðûòü íåòðèâèàëüíóþ ãåî-
ìåòðèþ ñèíãóëÿðíûõ ìíîæåñòâ â êëàññå ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ÿâëÿåòñÿ âàæíûì øàãîì â ïåðåõîäå ïðè ðàññìîò-
ðåíèè â êà÷åñòâå öåëåâîãî ìíîæåñòâà îò ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé [18]
ê ïîâåðõíîñòè. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî ìíîæåñòâà ìîäåðíèçèðî-
âàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ [19], èñïîëüçîâàâøèéñÿ ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ
ïëîñêèõ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ.
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