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Abstract. We study the problem of constructing a non-smooth solution
for a class of spatial time-optimal control problems in the case of a three-
dimensional non-convex target set M with a smooth boundary S. A
singular set (the so-called scattering surface) is constructed, on which the
optimal result function loses smoothness. For an analytical description
of the singularities of the solution, pseudo vertices are introduced, which
are characteristic points of the surface S, which are responsible for the
occurrence of singularities. The extreme points of the scattering surface,
which define its boundary, are studied. A formula is found for the extreme
points of the singular set in the case when the pseudo vertices are elliptical
points of the surface S. Necessary conditions for the existence of pseudo
vertices are obtained in terms of the curvature of the normal section
S. An example of constructing a solution to the speed control problem
based on the obtained theoretical results is given.
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1. Введение

Разработка корректных процедур построения решений задач управления по
быстродействию вызвана внутренними потребностями теории оптимального
управления. При этом сфера применения этих процедур включает теории, с
которыми оптимальное управление тесно переплетено. Алгоритмы оказыва-
ются востребованными, например, при построении обобщенных решений крае-
вых задач для уравнений в частных производных первого порядка и уравнений
Гамильтона–Якоби [1]. Изучаемый в настоящей работе класс задач управления
непосредственно связан с эволюцией волновых фронтов в задачах геометриче-
ской оптики [2]. Следует подчеркнуть, что содержательные решения указан-
ных выше теорий (функция оптимального результата в теории управления,
минимаксное решение в теории уравнений Гамильтона-Якоби, обобщенный эй-
конал в геометрической оптике), как правило, являются негладкими функци-
ями. Негладкость разрешающих конструкций служит объективной преградой
для точного аналитического построения решений. Поэтому преобладающим на-
правлением конструирования решений выступает вычислительный алгоритм
см., например, [3, 4].

В статье исследуется проблема построения сингулярного множества функ-
ции оптимального результата в классе трехмерных задач управления по быст-
родействию для случая целевого множества с гладкой границей. Решение про-
блемы достигается комбинированным подходом, сочетающим теоретические
результаты с вычислительными алгоритмами. В работе доказана теорема, уста-
навливающая соответствие между особыми точками границы целевого множе-
ства и крайними точками сингулярного множества. Теорема позволяет нахо-
дить в аналитической форме границу сингулярной поверхности. Построение
самой поверхности осуществляется численными методами. Комбинированный
подход для выявления и построения сингулярных множеств ранее реализовы-
вался авторами главным образом для плоских задач управления (например,
[5, 6]). В настоящей работе накопленный опыт построения негладких решений
задач динамической оптимизации развит и перенесен на трехмерные задачи.

2. Постановка задачи и основные определения

Пусть задано замкнутое, в общем случае невыпуклое, множество M ⊂ R3.
Рассмотрим задачу быстродействия с динамикой

(1) ẋ ∈ V (0, 1) ⊂ R3,

x = (x, y, z) ∈ R3, V (c, r) представляет собой замкнутый шар в R3 с центром
в точке c радиуса r > 0. Будем обозначать через u(x) функцию оптимального
результата, то есть наименьшее время τ, за которое решение одноточечной
системы можно привести на целевое множество.

В теории оптимального управления для задачи быстродействия с динамикой
(1) рассматривается уравнение Беллмана–Айзекса

(2) min
(v1,v2,v3)∈V (0,1)

(
v1

∂u

∂x
+ v2

∂u

∂y
+ v3

∂u

∂z

)
+ 1 = 0,

обобщенное (минимаксное) решение которого при граничном условии

(3) u|∂M = 0
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совпадает с функцией оптимального результата u = inf
m∈M

‖x −m‖, где ‖ · ‖ —

евклидова норма в R3. Здесь ∂M — граница множества M.
Укажем родственную краевую задачу из геометрической оптики, рассмотрев

уравнение эйконала

(4)
(

∂u

∂x

)2

+
(

∂u

∂y

)2

+
(

∂u

∂z

)2

= 1.

Фундаментальное (обобщенное) решение u = uk(x),x ∈ R3 \ M, задачи Ди-
рихле для уравнения (4) с краевым условием (3), введенное С.Н. Кружковым
[2], совпадает с минимаксным решением краевой задачи уравнения (2), (3) по
модулю, но имеет противоположный знак.

Если M — выпуклое множество, то сужение функции u(x) на дополнение
множества M до всего пространства R3 дифференцируемо. Если M — не вы-
пуклое множество, то на R3 \M существует сингулярное множество, на кото-
ром функция оптимального результата теряет гладкость. Будем считать, что
решение задачи быстродействия найдено, если построена карта поверхностей
уровня Φ(τ) = {x ∈ R3 : u(x) = τ} при заданных моментах времени τ ∈ (0,+∞)
и выделено множество их негладкости. С точки зрения геометрической оптики
Φ(τ) можно рассматривать как волновые фронты, идущие от множества M в
среде, описываемой уравнением (4).

В дальнейшем сосредоточимся на проблеме построения сингулярного мно-
жества решения задачи (2), (3), сделав акцент на выявлении аналитических
взаимосвязей между точками сингулярности и краевым множеством.

Обозначим ΩM (x) множество ближайших в евклидовой метрике точек к x
на множестве M ⊂ R3.

Определение 1. [7] Множество

(5) L(M) , {x ∈ R3 : card ΩM (x) > 1}
называется биссектрисой замкнутого непустого множества M, cardΩM (x)
означает мощность множества ΩM (x).

Биссектриса является частным случаем множества симметрии, на котором
волновые фронты [8] теряют гладкость. Подробнее свойства множеств симмет-
рии приведены, например, в работе [9]. Качественные особенности множеств
нагладкости волновых фронтов в евклидовых пространствах небольшой раз-
мерности описаны в [10]. Гладкость обобщенного (согласно той или иной кон-
цепции) решения задачи Дирихле (3) для уравнения эйконала (4) находится в
зависимости от геометрии краевого множества и свойств оператора метриче-
ской проекции на краевое множество. В частности, если этот оператор имеет
сугубо одноэлементные значения, т.е. когда cardΩM (x) = 1 для всех x ∈ R3\M,
то и минимаксное (по А.И. Субботину) и фундаментальное (по С.Н. Кружко-
ву) решения, которые отличны друг от друга только знаком, являются диф-
ференцируемыми функциями (см. обзор [11]). Заметим, что одноэлементность
значений оператора метрической проекции реализуется в случае выпуклости
краевого множества. В настоящей работе исследуется случай, когда краевое
множество M может быть и невыпуклым, что влечет зарождение сингулярно-
го множества (биссектрисы L(M)) и необходимость разработки аналитических,
численных или комбинированных алгоритмов его построения.
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С точки зрения теории оптимального управления биссектриса L(M) есть
рассеивающая поверхность [12, Пример 6.10.1] в задаче быстродействия с дина-
микой (1) и целевым множеством M. Это означает, что из каждой её точки вы-
ходит как минимум две оптимальные траектории, направленные в разные сто-
роны от поверхности, — отрезки [x,yi], i = 1, k, где yi ∈ ΩM (x), k = card ΩM (x).
В задаче Дирихле для уравнения (2) с краевым условием (3) данные отрезки
являются характеристиками [1], проходящими через точку x. Сужение реше-
ния u(x) на множество R3 \M является функцией, дифференцируемой всюду,
кроме множества L(M). При этом в точках x ∈ L(M) определен супердиф-
ференциал D+u(x) = co

{
x−yi

‖x−yi|| : yi ∈ ΩM (x)
}

, где co Y — выпуклая оболоч-
ка множества Y (подробнее см [13, гл. II, § 8]). Супердифференциал D+u(x)
используется в [14] для доказательства того, что сужение функции u(x) на
множестве R3 \M является минимаксным решением краевой задачи (2), (3).

Определение 2. [14] Несовпадающие точки ŷi ∈ M и yi ∈ M называются
квази-симметричными, если

∃x ∈ L(M) : {ŷi,yi} ⊆ ΩM (x).

Точка x ∈ L(M) в этом случае называется точкой, порожденной парой ŷi,
yi.

Определение 3. [7] Точка y0 ∈ M называется псевдовершиной множества
M, если существуют последовательность {(ŷi,yi)}∞i=1 ⊂ M пар несовпадаю-
щих точек и последовательность {xi}∞i=1 ⊂ L(M), для которых выполнены
условия

(6) ∀i ∈ N {ŷi,yi} ⊆ ΩM (xi)

и

(7) lim
i→∞

(ŷi,yi) = (y0,y0).

Если существует конечный предел

(8) lim
i→∞

xi = x0,

то x0 называется крайней точкой биссектрисы, соответствующей псевдо-
вершине y0.

Поскольку отображение x 7→ ΩM (x) полунепрерывно сверху (см. [7, стр.
111]), то псевдовершина y0 является ближайшей на множестве M для крайней
точки x0, и выполняется включение

(9) y0 ∈ ΩM (x0).

Заметим, что крайняя точка, соответствующая псевдовершине, не обязатель-
но является ближайшим к y0 элементом на замыкании clL(M) сингулярного
множества L(M). Возможны случаи, когда одной псевдовершине соответству-
ют две различные крайние точки, находящиеся на разном расстоянии, как в
[5, пример 4.1].
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3. Сингулярное множество решения задачи

Ограничимся рассмотрением случая, когда граница множества M есть глад-
кая поверхность S, совпадающая с годографом дважды дифференцируемой
вектор-функции двух переменных r = r(t1, t2) с областью определения (t1, t2) ∈
T ⊆ R2.

Основные инварианты в точке y ∈ S — это
◦ n(y) — единичный вектор нормали в точке y к поверхности S;
◦ k1(y) и k2(y) — главные кривизны в точке y;
◦ e1(y) и e2(y) — вектора, задающие направления главных сечений в точке

y.
Обозначим πe(y) плоскость, проходящую через точку y параллельно век-

торам n(y) и e. Кривая Γi, полученная сечением поверхности S плоскостью
πei

(y), имеет в точке y кривизну ki(y), i = 1, 2. Величина k(y) = k1(y) · k2(y)
называется гауссовой кривизной поверхности в точке y ∈ S. Подробнее инва-
рианты поверхности описаны, например, в [15].

Полагаем без ограничения общности что выполняется оценка

(10) |k1(y)| > |k2(y)|.
Теорема 1. Пусть крайняя точка x0 соответствует псевдовершине y0 ∈ S
и для главных кривизн в ней справедливо неравенство (10). Если

(11) k(y0) > 0,

то справедливо равенство

(12) x0 = y0 + k−1
1 (y0)n(y0).

Доказательство. Без ограничения общности полагаем, что система координат
выбрана так, что y0 = 0, ось абсцисс совпадает с направлением вектора e1(y0),
а ось ординат — с направлением вектора e2(y0). Тогда координаты крайней
точки могут быть записаны как x0 = (0, 0, z0). Условие (11) означает, что y0

— эллиптическая точка, то есть поверхность S локально строго выпукла в од-
ну сторону (в некоторой окрестности y0). Без ограничения общности полагаем,
что направление выпуклости направлено в положительную сторону оси аппли-
кат. Это означает, что в достаточно малой окрестности псевдовершины точка
пересечения нормалей находится со стороны положительного направления оси
аппликат, а значит

(13) z0 > 0.

Покажем, что справедливо

(14) z0 6 k1(y0)−1.

Допустим, что (14) не выполняется. Рассмотрим нормальное сечение Γ1 по-
верхности S плоскостью πe1(y0). Кривая Γ1 в плоскости πe1(y0) имеет радиус
кривизны в точке y0 равный R1 = |k1(y)|−1. Поэтому она заходит внутрь круга
радиуса R = zp > R1 с центром в точке x0, а значит y0 /∈ ΩM (x0). Следова-
тельно, x0 не может быть крайней точкой, порожденной псевдовершиной y0, в
силу (9). Получилось противоречие.

Покажем, что справедливо неравенство

(15) |z0| > |k1(y0)|−1.
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Для этого рассмотрим последовательность из треугольников ∆i =M ŷixiyi,
i = 1, 2, . . . , точки которых удовлетворяют условиям (6)–(8). По построению
все треугольники ∆i равнобедренные, причем равные стороны примыкают к
вершине xi. Согласно теореме синусов

‖ŷi − yi‖
sin(∠ŷixiy)

=
‖xi − yi‖

sin(∠xiŷiy)
.

Здесь ∠abc означает положительную величину угла с вершиной в b и сторо-
нами ab и bc. Осуществим предельный переход:

(16) lim
i→∞

‖xi − yi‖ = lim
i→∞

‖ŷi − yi‖ sin(∠xiŷiy)
sin(∠ŷixiy)

.

Из (7) следует, что длина стороны ŷiyi в пределе стремится к нулю, а значит

(17) lim
i→∞

∠xiŷiy = π/2.

Из (16) и (17) следует

(18) lim
i→∞

‖xi − yi‖ = lim
i→∞

‖ŷi − yi‖ sin(π/2)
sin(∠ŷixiy)

= lim
i→∞

‖ŷi − yi‖
sin(∠ŷixiyi)

.

При этом поскольку
lim

i→∞
yi = 0,

то

(19) ‖x0 − 0‖ = lim
i→∞

‖xi − yi‖ = lim
i→∞

‖ŷi − yi‖
sin(∠ŷixiyi)

.

Оценим значение угла ∠ŷixiyi. В окрестности точки y0 поверхность S может
быть представлена в виде графика функции

(20) f(x, y) =
k1

2
x2 +

k2

2
y2 + o(x2 + y2),

полином k1
2 x2 + k2

2 y2 задает график так называемого соприкасающегося пара-
болоида [16, c. 443–446] поверхности S. Здесь o(t) означает такую функцию, что
lim
t→0

o(t)t−1 = 0. Соответственно частные производные функции (20) в окрест-
ности точки (x, y) = (0, 0) могут быть представлены в виде

(21) f ′x(x, y) = k1x + o(x) + o(y),

(22) f ′y(x, y) = k2y + o(x) + o(y).

Вектора единичных нормалей в точках ŷi = (x̂i, ŷi, f(x̂i, ŷi)) и yi = (xi, yi,
f(xi, yi)) в окрестности псевдовершины равны

(23) n(ŷi) =

(−f ′x(x̂i, ŷi),−f ′y(x̂i, ŷi), 1
)

√
f ′x(x̂i, ŷi)2 + f ′y(x̂i, ŷi)2 + 1

,

(24) n(yi) =

(−f ′x(xi, yi),−f ′y(xi, yi), 1
)

√
f ′x(xi, yi)2 + f ′y(xi, yi)2 + 1

.

Рассмотрим треугольники 4n∗(ŷi)0n∗(yi), где

(25) n∗(ŷi) =
(−f ′x(x̂i, ŷi),−f ′y(x̂i, ŷi), 1

)
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(26) n∗(yi) =
(−f ′x(xi, yi),−f ′y(xi, yi), 1

)
.

Вектора (25) и (26) сонаправлены единичным нормалям (23) и (24). Поэтому

(27) n∗(ŷi) ∧ n∗(yi) = n(ŷi) ∧ n(yi) = ∠ŷixiyi.

Здесь a ∧ b означает неотрицательный угол между векторами a и b.
Согласно теореме синусов

(28)
‖n∗(ŷi)− n∗(yi)‖

sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))
=

‖n∗(ŷi)‖
sin(∠0n∗(ŷi)n∗(yi))

.

Поскольку
lim

i→∞
‖n∗(ŷi)− n∗(yi)‖ = 0,

lim
i→∞

‖n∗(ŷi)‖ = lim
i→∞

‖n∗(yi)‖ = 1,

то
lim

i→∞
sin(∠0n∗(ŷi)n∗(yi)) = lim

i→∞
sin (∠0n∗(yi)n

∗(ŷi)) = 1.

Поэтому из равенства (28) следует

lim
i→∞

‖n∗(ŷi)− n∗(yi)‖
sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))

= lim
i→∞

‖n∗(ŷi)‖
sin(∠0n∗(ŷi)n∗(yi))

= 1.

Из представлений (21), (22), и неравенства (10) вытекает оценка в окрест-
ности псевдовершины:

‖n∗(ŷi)− n∗(yi)‖ =
√

(f ′x(x̂i, ŷi)− f ′x(xi, yi))
2 +

(
f ′y(x̂i, ŷi)− f ′y(xi, yi)

)2 =

=
√

(k1(x̂i + o(x̂i))− k1(xi + o(xi)))
2 + (k2(ŷi + o(ŷi))− k2(yi + o(yi)))

2 =

=
√

(k1(x̂i − xi) + o(x̂i − xi))
2 + (k2(ŷi − yi) + o(ŷi − yi))

2 6

6
√

(k1(x̂i − xi) + o(x̂i − xi))
2 + (k1(ŷi − yi) + o(ŷi − yi))

2 =

=
√

k2
1 ((x̂i − xi)2 + (ŷi − yi)2 + o(x̂i − xi)2 + o(ŷi − yi)2) =

(29) = k1

√
‖ŷi − yi‖2 + o(‖ŷi − yi‖2) = k1‖ŷi − yi‖+ o(‖ŷi − yi‖).

Для нормы крайней точкой, вычисленной согласно (19), из равенств (27) и
неравенства (29) следует

‖x0‖ = lim
i→∞

‖ŷi − yi‖
sin(n∗(ŷi) ∧ n∗(yi))

= lim
i→∞

‖ŷi − yi‖
‖n∗(ŷi)− n∗(yi)‖

>

> lim
i→∞

‖ŷi − yi‖
k1‖ŷi − yi‖+ o(‖ŷi − yi‖)

=
1
k1

.

Значит, (15) выполняется.
Из неравенств (13)–(15) следует, что в принятой системе координат справед-

ливо равенство
x0 =

(
0, 0, k−1

1

)
,

что совпадает с формулой (12). ¤
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Заметим, что возможны принципиально другие случаи расположения псев-
довершин и соответствующих им крайних точек. Например, если

(30) k(y0) < 0,

то могут существовать две различные крайние точки x0,x∗0, порожденные од-
ной псевдовершиной y0. Они обе лежат на нормали к S в точке y0, но по разные
стороны от нее. Это обусловлено тем, что точки, для которых верно (30), явля-
ются гиперболическими, разные нормальные сечения в них выпуклы в разные
стороны. Также возможен вырожденный случай точки y0, в которой

k(y0) = 0,

здесь y0 — параболическая точка. Есть все основания считать, что для них
формула (12) тоже выполняется (за исключением точек уплощения, в которых
обе главные кривизны обращаются в нуль). Однако строгое доказательство
этого факта гораздо сложнее, чем для параболических точек, поскольку в па-
раболических точках поверхность может не быть локально выпуклой в одну
сторону.

Следствие 1. Пусть для главных кривизн в псевдовершине y0 ∈ S справед-
ливо (10). Если выполняется (11), то кривизна нормального сечения Γ1 =
πe1(y0) ∩ S достигает в точке y0 локального максимума.

Доказательство. Согласно теореме 1 крайняя точка биссектрисы, соответ-
ствующая псевдовершине y0 ∈ S, определяется по формуле (12). Из (9) следует,
что

(31) y0 ∈ ΩΓ1(x0),

поскольку Γ1 ⊂ S. В то же время если рассмотреть плоскость πe1(y0), то x0

является на ней центром кривизны кривой Γ1 в точке y0 ∈ Γ1. При этом ес-
ли в целом Γ1 может содержать особые точки, то в окрестности y0 она яв-
ляется регулярной. Точка x0 является центром соприкасающейся окружности
O(x0, k

−1
1 (y0)) к Γ1 в точке y0 Если кривизна k кривой Γ1 в y0 возрастает или

убывает (при произвольной параметризации), то Γ1 переходит с одной стороны
O(x0, k

−1
1 (y0)) на другую. Если кривизна k кривой Γ1 в y0 достигает локаль-

ного минимума, то Γ1 с обеих сторон заходит внутрь круга. В обоих случаях
на Γ1 есть точки, которые лежат ближе к x0, чем y0. Значит, (31) выполняет-
ся только если в y0 кривизна k кривой Γ1 достигает локального максимума,
возможно не строгого. ¤

Заметим, что если в псевдовершине y0 имеет место равенство k1(y0) =
k2(y0), то все нормальные сечения поверхности S в ней должны иметь ло-
кальный максимум кривизны. Подобные точки называются омбиличискими
или точками округления.

4. Примеры решения задачи быстродействия

Пусть для задачи быстродействия (1) в качестве целевого множества M
задан подграфик функции

(32) f(x, y) =
(
x2 + y2

)2
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с областью определения R2. Требуется построить карту поверхностей уровня,
выделив сингулярное множество L(M). Ограничивающая множество M по-
верхность S может быть представлена как годограф вектор–функции

r(t1, t2) =
(
t1, t2, t

4
1 + 2t21t

2
2 + t42

)
, t1 ∈ R, t2 ∈ R.

График функции (32) является алгебраической поверхностью 4 порядка, а
точнее поверхностью вращения параболы 4 степени. У нее есть ось симметрии,
совпадающая с осью аппликат.

Анализ поверхности S как графика функции (32) показывает, что псевдо-
вершины на ней лежат на окружности

(33) O∗ =
{(

λ cos t, λ sin t, λ4
) ∈ R3 : t ∈ [0, π], λ = 56−1/6

}
.

Поскольку все точки поверхности S являются эллиптическими (за исключени-
ем (0, 0, 0), в которой обе главные кривизны обращаются в нуль), то во всех
псевдовершинах выполняются условия теоремы 1. Для значения кривизны нор-
мального сечения πe1(y0),y0 ∈ O∗, выполняется следствие 1.

Сингулярное множество L(M) состоит из поверхности вращения, край кото-
рого состоит из крайних точек, соответствующих псевдовершинам множества
M, и луча, лежащего на оси аппликат. Координаты начала луча (0, 0, 0.9449).
Построенные численными методами аппроксимации поверхностей уровня функ-
ции оптимального результата Φ(0.546) и Φ(1.023) (красным цветом), сингуляр-
ное множество L(M) (синим цветом), поверхность S (зеленым цветом) и мно-
жество псевдовершин (33) (фиолетовой линией) показаны на рис. 1 и 2 (в раз-
резе плоскость. yOz). Заметим, что волновой фронт Φ(0.546) имеет негладкую
особенность в виде окружности, по которой он пересекается с биссектрисой, а
фронт Φ(1.023) — в виде одной точки.
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Рис. 1. Поверхность S, и аппроксимации сингулярного мно-
жество L(M), множества псевдовершин O∗ и волнового фронта
Φ(0.546).
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Рис. 2. Поверхность S, и аппроксимации сингулярное множе-
ство L(M), множества псевдовершин O∗ и волнового фронта
Φ(1.023).

5. Заключение

В рамках исследования задачи управления по быстродействию с шаровой
вектограммой скоростей и невыпуклым целевым множеством M с гладкой гра-
ницей S доказана формула крайней точки сингулярного множества, порожден-
ной псевдовершиной, — эллиптической точкой поверхности целевого множе-
ства. Установлены необходимые условия существования псевдовершины в тер-
минах кривизны нормального сечения поверхности S. Полученные результаты
представляют собой экстраполяцию в трехмерное пространство теорем о свой-
ствах псевдовершин плоских множеств [17]. Результаты позволяют раскрыть
нетривиальную геометрию сингулярных множеств в классе пространственных
задач оптимального управления и является важным шагом в переходе при рас-
смотрении в качестве целевого множества от пространственной кривой [18] к
поверхности. Для построения сингулярного множества модернизирован про-
граммный комплекс [19], использовавшийся ранее для решения плоских задач
управления.
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