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Abstract: The paper deals with a solid body containing a rigid
inclusion with a crack on its boundary. This body is assumed to
be hyperelastic; therefore, we describe it within the framework of
�nite-strain theory. Moreover, we implement a non-interpenetration
condition, which does not allow the opposite crack faces to penetrate
each other. The main object of our research is energy minimization
corresponding to the problem of equilibrium for the described
body. By the use of variational methods, it is shown that this
problem has a solution. Then we discuss a boundary value problem
that is satis�ed by the equilibrium solution.
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Ââåäåíèå

Â ñîâðåìåííîì ìèðå ïðè ñîçäàíèè ïðî÷íûõ, ëåãêèõ è èçíîñîñòîé-
êèõ êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóþùèõñÿ â ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ æèçíè, øèðîêî
ïðèìåíÿþòñÿ êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû. Îíè âîñòðåáîâàíû âî ìíî-
ãèõ îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè è ñòðîèòåëüñòâà, â êîòîðûõ âíåäðåíèå
íîâûõ ìàòåðèàëîâ ñ óëó÷øåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè èãðàåò ñóùåñòâåí-
íóþ ðîëü. Êîìïîçèòû ÷àñòî èçãîòàâëèâàþò ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëîêîí,
ñâÿçóþùèì âåùåñòâîì äëÿ êîòîðûõ ñëóæàò ïîëèìåðû. Ïðè äåôîðìèðî-
âàíèè êîìïîçèòîâ âîëîêíà è ñâÿçóþùåå âåùåñòâî ìîãóò ïðîÿâëÿòü ðàç-
ëè÷íîå ïîâåäåíèå: íàïðèìåð, äåôîðìàöèè ñâÿçóþùåãî ìîãóò áûòü çíà-
÷èòåëüíûìè, â òî âðåìÿ êàê âîëîêíà, âûïîëíÿþùèå ðîëü ïîäêðåïëÿþ-
ùèõ âêëþ÷åíèé, ìîãóò áûòü èçãîòîâëåíû èç æåñòêîãî ìàòåðèàëà. Â ñâÿ-
çè ñ ýòèì âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ
ìîäåëåé ãèïåðóïðóãèõ òåë ñ èíêîðïîðèðîâàííûìè æåñòêèìè âêëþ÷åíè-
ÿìè. Äîñòîèíñòâîì ýòèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïîçâîëÿþò îïè-
ñàòü ñëîæíûé õàðàêòåð äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà è
ïðè ýòîì ó÷åñòü êîíòðàñòíîñòü îòäåëüíûõ êîìïîíåíò, ñîñòàâëÿþùèõ åãî
ñòðóêòóðó.
Åùå îäíèì âûçîâîì ÿâëÿåòñÿ ìîäåëèðîâàíèå êîìïîçèöîííûõ ìàòå-

ðèàëîâ, êîãäà â íèõ ìåæäó ðàçëè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ïðèñóòñòâóþò
òðåùèíû. Òàêèå òðåùèíû ìîãóò âîçíèêíóòü â ðåçóëüòàòå èçíîñà, ëèáî
ìîãóò áûòü ñîçäàíû öåëåíàïðàâëåííî (òàê áûâàåò, íàïðèìåð, ïðè îïðå-
äåëåííûõ òåõíîëîãèÿõ ðàçðåçàíèÿ ìàòåðèàëîâ). Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò,
÷òî àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ìîäåëåé ãèïåðóïðóãèõ
òåë ñ âêëþ÷åíèÿìè, íà ãðàíèöå êîòîðûõ èìåþòñÿ òðåùèíû. Îäíà èç
ãëàâíûõ ñëîæíîñòåé èññëåäîâàíèÿ ïîäîáíûõ ìîäåëåé îáóñëîâëåíà òåì,
÷òî ýòè ìîäåëè ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûìè.
Ñòîèò ñêàçàòü, ÷òî çà ïîñëåäíèå ïîëòîðà äåñÿòèëåòèÿ çàäà÷è î ðàâ-

íîâåñèè óïðóãèõ òåë ñ æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè è òðåùèíàìè èíòåíñèâ-
íî èçó÷àëèñü â ïîñòàíîâêàõ, ôîðìóëèðóåìûõ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè, â ïðåäïîëîæåíèè ìàëîñòè äåôîðìàöèé. Ïðè òàêîì ïîä-
õîäå íåïðîíèêàíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû îáåñïå÷èâàåòñÿ
ëîêàëüíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè òèïà Ñèíüîðèíè íà ðàçðåçå îáëàñòè,
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò òðåùèíå (ñì. [1]). Â ðàáîòàõ [9�11] äëÿ çàäà÷ îá
îáúåìíûõ âêëþ÷åíèÿõ è òðåùèíàõ â ïîäîáíîé ôîðìóëèðîâêå äîêàçû-
âàëèñü òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïðîâîäèëñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé
àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè ðåøåíèé ê èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ æåñòêîñòè
è ôîðìû âêëþ÷åíèé, èçó÷àëèñü ñîïóòñòâóþùèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì ñóùåñòâåííîå ðàçâèòèå ïîëó÷èëè çàäà÷è îá
óïðóãèõ òåë ñ òîíêèìè âêëþ÷åíèÿìè è òðåùèíàìè, ñì., íàïðèìåð, ñòà-
òüè [12�15]. Â ðàáîòàõ [16, 17] èçó÷àëñÿ âîïðîñ ÷óâñòâèòåëüíîñòè èíòå-
ãðàëîâ ýíåðãèè ê èçìåíåíèÿì ôîðìû îáëàñòè äëÿ òåë ñ æåñòêèìè âêëþ-
÷åíèÿìè è òðåùèíàìè. ×èñëåííûé àíàëèç çàäà÷ ðàâíîâåñèÿ îïèñàííîãî



146 À. È. ÔÓÐÖÅÂ

êëàññà ÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â [18, 19]. Òàêæå èññëåäîâàëèñü çàäà÷è î
ðàçíîîáðàçíûõ æåñòêèõ âêëþ÷åíèÿõ ñ òðåùèíàìè, ðàñïîëîæåííûìè â
ïëàñòèíàõ Êèðõãîôà-Ëÿâà è Òèìîøåíêî, ñì. [20�23].
Â òî æå âðåìÿ, äàâíî èçâåñòíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìà-

òåìàòè÷åñêîãî îáîñíîâàíèÿ ìîäåëåé íåëèíåéíî óïðóãèõ òåë ñ ó÷åòîì èõ
ãåòåðîãåííîñòè è âîçìîæíîãî íàëè÷èÿ òðåùèí. Ýòà ïðîáëåìà, ñðåäè ïðî-
÷èõ îòêðûòûõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè, îáîçíà÷åíà â
èçâåñòíûõ îáçîðíûõ ñòàòüÿõ [3, 4]. Â ïðîòèâîâåñ àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì
î ëèíåéíî óïðóãèõ òåëàõ, èñòèííî íåëèíåéíûå çàäà÷è îá óïðóãèõ âêëþ-
÷åíèÿõ ñ òðåùèíàìè è óñëîâèÿìè íåïðîíèêàíèÿ, ó÷èòûâàþùèå áîëüøèå
äåôîðìàöèè, íà äàííûé ìîìåíò íå ïîäâåðãàëèñü ñèñòåìàòè÷åñêîìó ìà-
òåìàòè÷åñêîìó èññëåäîâàíèþ. Â ñâÿçè ñ ýòèì îòìåòèì òîëüêî ðÿä íåäàâ-
íèõ ðàáîò, â êîòîðûõ èññëåäîâàëèñü çàäà÷è, áëèçêèå ê èññëåäóåìûì â íà-
øåé ñòàòüå. Òàê, â ïîñëåäíèå ãîäû â ìàòåìàòè÷åñêîì ñîîáùåñòâå èçó÷à-
ëàñü ïðîáëåìà êîððåêòíîñòè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé òðåùèí â íåëèíåé-
íî óïðóãèõ òåëàõ. Óêàçàííàÿ ïðîáëåìà èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ [24�32]
è ãëàâíûì îáðàçîì èíòåðåñîâàëà ó÷åíûõ â ñâÿçè ñ âîïðîñîì ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ òðåùèí. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ [24, 25] ðàññìîòðåíû íåëèíåéíûå
ìîäåëè ñ ïîëèâûïóêëûìè ôóíêöèîíàëàìè ýíåðãèè è èçó÷åí âîïðîñ äèô-
ôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèîíàëîâ ïî äëèíå òðåùèí. Â ðàáîòàõ [26�29] ïî-
äðîáíî èçó÷àëñÿ âîïðîñ î êâàçèñòàòè÷åñêîì ðîñòå òðåùèí äëÿ ìîäåëåé ñ
íåâûïóêëûìè ôóíêöèîíàëàìè ýíåðãèè. Â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ðå÷ü
øëà ïðåèìóùåñòâåííî î ìîäåëÿõ, â êîòîðûõ ïîìèìî òðåùèí â òåëàõ íå
ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå êàêèõ-ëèáî âêëþ÷åíèé. Íàëè÷èå âêëþ÷åíèé â
òåëàõ ñ òðåùèíàìè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîé òðóäíîñòüþ, ïîñêîëüêó â
äàííîì ñëó÷àå âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïèñàíèÿ âêëþ-
÷åíèé ïðèìåíèòü. Åùå áîëåå òðóäíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ìî-
äåëè âêëþ÷åíèé ñ òðåùèíàìè íà ãðàíèöå îáîñíîâàòü àñèìïòîòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè. Â îòíîøåíèè ýòèõ âîïðîñîâ ÷èòàòåëþ ìîãóò áûòü èíòåðåñíû
ðàáîòû î òàê íàçûâàåìûõ èíòåðôåéñàõ, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé òîíêèé
ñëîé ìàòåðèàëà ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè ìàòåðèàëàìè. Àñèìïòîòè÷åñêèé
àíàëèç çàäà÷ îá èíòåðôåéñàõ â ðàìêàõ ìîäåëåé, èìåþùèõ îòíîøåíèå
ê íåëèíåéíîé óïðóãîñòè, ïîëó÷èë ñâîå ðàçâèòèå êàê ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ôîðìàëüíûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé (ñì., íàïðèìåð, íåäàâíèå
ðàáîòû [33�35] è ññûëêè îòòóäà), òàê è â êîíòåêñòå âàðèàöèîííîé ñõîäè-
ìîñòè (â ïðèìåð ìîæíî ïðèâåñòè [36�39]). Ïðè ýòîì, íàñêîëüêî èçâåñò-
íî àâòîðó, ðàáîòû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïîñòðîåíèþ ìîäåëåé íåëèíåéíî
óïðóãèõ òåë ñ òðåùèíàìè íà ãðàíèöå âêëþ÷åíèé, ïîëíîñòüþ èíêîðïî-
ðèðîâàííûõ â îêðóæàþùèé ìàòåðèàë, â íàñòîÿùåå âðåìÿ îòñóòñòâóþò,
ïîýòîìó íàøó ñòàòüþ ìîæíî òàêæå ñ÷èòàòü ïðåäâàðèòåëüíûì øàãîì è
â ýòîì âàæíîì íàïðàâëåíèè.
Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ íåëèíåéíîé çàäà÷è, êîòî-

ðàÿ îïèñûâàåò ðàâíîâåñèå ãèïåðóïðóãîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì è
òðåùèíîé è ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè íà ìíî-
æåñòâå äîïóñòèìûõ êîíôèãóðàöèé òåëà. Òåðìèí ¾æåñòêîå âêëþ÷åíèå¿ â
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ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé íàìè ìîäåëè îçíà÷àåò, ÷òî âêëþ÷åíèå ôàêòè-
÷åñêè ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî òâåðäûì è öåëèêîì èíêîðïîðèðîâàíî â òåëî.
Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìîå òåëî ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: æåñòêîãî
âêëþ÷åíèÿ è îêðóæàþùåé åãî ãèïåðóïðóãîé ñðåäû, íà ÷àñòè ãðàíèöû
ìåæäó êîòîðûìè ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå òðåùèíû. Ïðè ïîñòàíîâêå çà-
äà÷è ìû ïðèìåíÿåì îðèãèíàëüíûå êðàåâûå óñëîâèÿ, áëàãîäàðÿ êîòîðûì
îáåñïå÷èâàåòñÿ íåïðîíèêàíèå ïðîòèâîïîëîæíûõ áåðåãîâ òðåùèíû. Óêà-
çàííûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíîñòîðîííèìè îãðàíè÷åíèÿìè íà çàðàíåå
íåèçâåñòíûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê òåëà è ïî ñâîåé ïðèðîäå íåëîêàëüíû. Â
ðåçóëüòàòå íåëèíåéíîñòü èçó÷àåìîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ êàê â êëàññè-
÷åñêèõ ôèçè÷åñêîé è ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòÿõ, òàê è â íàëè÷èè
çàðàíåå íåèçâåñòíûõ ãðàíèö ñ óñëîâèÿìè íåïðîíèêàíèÿ ìåæäó áåðåãàìè
òðåùèíû.
Ïðåäñòàâëåííàÿ ñòàòüÿ ñîñòîèò èç òðåõ ïàðàãðàôîâ. Â ïåðâîì ïàðà-

ãðàôå ïðèâîäèòñÿ ïîäðîáíîå îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè
ðàññìàòðèâàåìîé â ñòàòüå çàäà÷è. Âî âòîðîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ
òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè âàðèàöèîííûõ ðåøåíèé. È, íàêîíåö, â òðå-
òüåì ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ñîîòíîøåíèÿì êîòîðîé ïðè
äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè óäîâëåòâîðÿþò âàðèàöèîííûå ðåøåíèÿ, à òàêæå
äàþòñÿ êîììåíòàðèè ê ìåõàíè÷åñêîìó ñìûñëó ñîîòíîøåíèé óêàçàííîé
êðàåâîé çàäà÷è.

1 Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ

Çäåñü â âèäå âàðèàöèîííîé çàäà÷è áóäåò ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à î
ðàâíîâåñèè ãèïåðóïðóãîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì è òðåùèíîé. Â
íà÷àëå ïàðàãðàôà ìû îïèñûâàåì ãåîìåòðèþ çàäà÷è è ââîäèì íåîáõîäè-
ìûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ èñêîìûõ ôóíêöèé. Çàòåì îïèñûâàåì îãðàíè÷åíèÿ
íà óêàçàííûå ôóíêöèè. Äàëåå ââîäèì ôóíêöèîíàë ýíåðãèè òåëà è ðàñ-
ñìàòðèâàåì çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ â âèäå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ êîíôèãóðàöèé òåëà.
Ïóñòü â åñòåñòâåííîì (íåäåôîðìèðîâàííîì) ñîñòîÿíèè òåëî çàíèìà-

åò îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω ⊂ R3 ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé ∂Ω. Ïóñòü ñòðîãî
âíóòðè Ω ðàñïîëàãàåòñÿ ïîäîáëàñòü ω. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ω îòâå÷àåò
æåñòêîìó âêëþ÷åíèþ, à îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü îáëàñòè Ω \ ω ñîîòâåòñòâóåò
ãèïåðóïðóãîé ñðåäå, îêðóæàþùåé âêëþ÷åíèå. Îïèñàííóþ êîíôèãóðà-
öèþ áóäåì ñ÷èòàòü îòñ÷åòíîé, îíà èçîáðàæåíà íà Ðèñ. 1. Äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè ââåäåì
ñèñòåìó äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Ox1x2x3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ν âåêòîð åäè-
íè÷íîé íîðìàëè, îïðåäåëåííûé íà ∂ω è âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê Ω \ω.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåëî äåôîðìèðóåòñÿ ïîä äåéñòâèåì èçâåñòíîé âíåø-

íåé ñèëû. Êàê ðåçóëüòàò, òî÷êè òåëà ïåðåìåùàþòñÿ, çàíèìàÿ íîâûå ïîëî-
æåíèÿ. Óêàçàííûå ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê áóäåì ñ÷èòàòü íåèç-
âåñòíûìè ïðè ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ. Ââåäåì âåêòîð-ôóíêöèè,
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Ðèñ. 1. Îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íîâûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê âêëþ÷åíèÿ è îêðóæàþ-
ùåé åãî ñðåäû. Âêëþ÷åíèå â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ
æåñòêèì, ïîýòîìó ïîëàãàåì, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèÿ ρ = ρ(x) : ω 7→ R3

íîâûõ ïîëîæåíèé âêëþ÷åíèÿ èìååò çàäàííûé âèä:

ρ(x) = Qx+ d ïðè x ∈ ω, ãäå Q ∈ SO(3), d ∈ R3,

òî åñòü íîâûå ïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå êîìáèíà-
öèè ïîâîðîòà è ïåðåíîñà. Â òî æå âðåìÿ áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íîâûå ïîëî-
æåíèÿ îêðóæàþùåé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû îïèñûâàþòñÿ âåêòîð-ôóíêöèåé

ϕ = ϕ(x), ϕ : Ω \ ω 7→ R3.

Òàêèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèÿ òåëà â öåëîì îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöè-
åé ρ, òàê è ôóíêöèåé ϕ, îáå èç êîòîðûõ â ôîðìóëèðóåìîé çàäà÷å íåèç-
âåñòíû è ïîäëåæàò îòûñêàíèþ.
Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è íåîáõîäèìî çàäàâàòü êèíåìàòè÷åñêèå îãðàíè-

÷åíèÿ íà ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ê ÷èñëó òàêèõ îãðàíè÷åíèé
ìû îòíåñåì êðàåâûå óñëîâèÿ íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω, à òàêæå êðàå-
âûå óñëîâèÿ íà ∂ω, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ
è îêðóæàþùåé ñðåäû. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω òåëî
ïåðåìåùàåòñÿ çàðàíåå ïðåäïèñàííûì îáðàçîì, òî åñòü âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ
ðàâíà èçâåñòíîé âåêòîð-ôóíêöèè ϕ0 íà ∂Ω. Íà ãðàíèöå ∂ω ìåæäó âêëþ-
÷åíèåì è îêðóæàþùåé ñðåäîé áóäåì çàäàâàòü äâà âèäà óñëîâèé: îäíè
çàäàþòñÿ íà ÷àñòè ãðàíèöû γ ⊂ ∂ω è ñâÿçàíû ñ íàëè÷èåì òðåùèíû,
à äðóãèå çàäàþòñÿ íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ãðàíèöû ∂ω \ γ è îïèñûâàþò
ñêëåéêó ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâ âêëþ÷åíèÿ è ñðåäû (ñì. Ðèñ. 2). Ïåð-
âûì äåëîì çàäàäèì êðàåâîå óñëîâèå íà òîé ÷àñòè ãðàíèöû, ãäå òðåùèíà
îòñóòñòâóåò:

ϕ(x) = ρ(x) ïðè x ∈ ∂ω \ γ. (1)

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå óñëîâèå ôàêòè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî íà ∂ω\γ ïåðå-
ìåùåíèÿ êðàåâ ãèïåðóïðóãîé ñðåäû è âêëþ÷åíèÿ ðàâíû. Â ñâîþ î÷åðåäü
ïîëîæèì, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó γ êðàé ñðåäû è êðàé âêëþ-
÷åíèÿ ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ ïî-ðàçíîìó. Ýòè êðàÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàçëè÷íûå áåðåãà òðåùèíû: áóäåì íàçûâàòü èõ ãèïåðóïðóãèì áåðåãîì è
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Ðèñ. 2. Â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè (ñëåâà íà ðèñóíêå)
êðàÿ âêëþ÷åíèÿ è ñðåäû ñîïðèêàñàþòñÿ âäîëü îáùåé ãðà-
íèöû. Ïðè ýòîì ÷àñòü êðàÿ âêëþ÷åíèÿ ñêëååíà ñî ñðåäîé,
à íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè èìååòñÿ òðåùèíà.

æåñòêèì áåðåãîì ñîîòâåòñòâåííî. Ìû áóäåì çàäàâàòü ñëåäóþùåå óñëîâèå
íà áåðåãàõ:

ϕ(x) /∈ ρ(ω) äëÿ âñåõ x ∈ γ(
äðóãèìè ñëîâàìè, ϕ(γ) ∩ ρ(ω) = ∅

)
,

(2)

ãäå

ρ(ω) =
{
y ∈ R3 : y = ρ(x), x ∈ ω

}
,

ϕ(γ) =
{
y ∈ R3 : y = ϕ(x), x ∈ γ

}
.

Óñëîâèå (2) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè äåôîðìèðîâàíèè ãèïåðóïðóãîãî áåðåãà
òðåùèíû åãî òî÷êè íå äîëæíû ïåðåìåùàòüñÿ â îáëàñòü, êîòîðóþ çàé-
ìåò âêëþ÷åíèå. Ñôîðìóëèðîâàííûå óñëîâèÿ (1) è (2) íàçîâåì ñîîòâåò-
ñòâåííî óñëîâèåì ñêëåéêè ñðåäû è âêëþ÷åíèÿ è óñëîâèåì íåïðîíèêàíèÿ
áåðåãîâ òðåùèíû.
Ñëåäóþùèì øàãîì äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ââåäåì ôóíê-

öèîíàë ýíåðãèè

E(ϕ) =

∫
Ω\ω

W
(
∇ϕ(x)

)
dx− L(ϕ). (3)

Â ïðèâåäåííîì âûðàæåíèè ôóíêöèÿ L ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì ëèíåéíûì
íåïðåðûâíûì ôóíêöèîíàëîì â ïðîñòðàíñòâå Ñîáîëåâà W 1

p (Ω \ ω)3, êî-
òîðûé îïèñûâàåò ýíåðãèþ äåéñòâóþùèõ íà òåëî âíåøíèõ ñèë. Â ñâîþ
î÷åðåäü ïåðâîå ñëàãàåìîå â (3) õàðàêòåðèçóåò âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ãè-
ïåðóïðóãîé ñðåäû. Çäåñü ∇ϕ � ýòî îïðåäåëÿåìûé â îòñ÷åòíîé êîíôè-
ãóðàöèè òåíçîð ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè, êîìïîíåíòû êîòîðîãî â ñèñòåìå
êîîðäèíàò Ox1x2x3 âûðàæàþòñÿ ôîðìóëîé (∇ϕ)ij = ∂ϕi/∂xj , 1 ≤ i ≤ 3,
1 ≤ j ≤ 3. Â ñâîþ î÷åðåäü ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ W (·) : M+ 7→ R,
ãäå M+ = {F ∈ R3×3 | detF > 0} � ýòî ôóíêöèÿ çàïàñåííîé ýíåðãèè
ãèïåðóïðóãîé ñðåäû, â îòíîøåíèè êîòîðîé ïîëàãàåì:
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(H1) ïîëèâûïóêëîñòü: ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ W ∗ òàêàÿ, ÷òî
W (F ) = W ∗(F, cof F,detF ) äëÿ âñåõ F ∈M+

è W ∗ âûïóêëàÿ ïî êàæäîìó ñâîåìó àðãóìåíòó;
(H2) êîýðöèòèâíîñòü: ñóùåñòâóþò òàêèå α > 0, β, p, q, r, ÷òî

p ≥ 2, q ≥ p/(p− 1), r > 1 è äëÿ âñåõ F ∈M+ :

W (F ) ≥ α
(
‖F‖p + ‖cof F‖q + (detF )r

)
+ β;

(H3) ïîâåäåíèå ïðè detF → 0+:

lim
detF→0+

W (F ) = +∞.

Çäåñü è äàëåå cof F = (detF )F−T , à ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò åâêëèäîâó íîðìó.
Îòìåòèì, ÷òî ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ (H1), (H2) è (H3) â äàëü-

íåéøåì ïîíàäîáÿòñÿ íàì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
ðåøåíèé ôîðìóëèðóåìîé çàäà÷è. Óêàçàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ôóíêöèè
çàïàñåííîé ýíåðãèè íåëüçÿ ñ÷èòàòü èñêëþ÷èòåëüíî óìîçðèòåëüíûìè, ïî-
ñêîëüêó íà ïðàêòèêå øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ ìîäåëè ìàòåðèàëîâ, óäîâëå-
òâîðÿþùèå äàííûì ïðåäïîëîæåíèÿì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâå-
ñòè ìàòåðèàëû Ìóíè�Ðèâëèíà, çàïàñåííàÿ ýíåðãèÿ êîòîðûõ èìååò âèä

W (λ1, λ2, λ3) = A(trC) + B(tr cof C) + g(
√

detC) =

= A
(
(λ1)2 + (λ2)2 + (λ3)2

)
+ B

(
(λ1λ2)2+(λ2λ3)2 + (λ3λ1)2

)
+ g(λ1λ2λ3);

à òàêæå ìàòåðèàëû Îãäåíà ñ çàïàñåííîé ýíåðãèåé âèäà

W (λ1, λ2, λ3) =

M∑
i=1

Ai(trC
)δi/2 +

N∑
j=1

Bj
(
tr cof C

)κj/2 + g(
√

detC) =

=
M∑
i=1

Ai
(
(λ1)δi + (λ2)δi + (λ3)δi

)
+

N∑
j=1

Bj
(
(λ1λ2)κj + (λ2λ3)κj + (λ3λ1)κj

)
+

+ g(λ1λ2λ3); δi ≥ 1, i = 1, . . . ,M, κi ≥ 1, j = 1, . . . , N,

ãäå A, B, Ai, Bj � ïîëîæèòåëüíûå ìàòåðèàëüíûå êîíñòàíòû, à ôóíê-
öèÿ g : (0,+∞) 7→ R õàðàêòåðèçóåò ñæèìàåìîñòü ìàòåðèàëà. ×åðåç
C = (∇ϕ)T∇ϕ îáîçíà÷åí ïðàâûé òåíçîð äåôîðìàöèé Êîøè�Ãðèíà, à
÷åðåç λ1, λ2, λ3 � ãëàâíûå äåôîðìàöèè. Ìàòåðèàëû ñ ïðèâåäåííûìè
ôóíêöèÿìè çàïàñåííîé ýíåðãèè ïðè äîëæíîì âûáîðå ôóíêöèè g óäî-
âëåòâîðÿþò ñâîéñòâàì (H1)�(H3), äåòàëüíîå îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà
÷èòàòåëü ìîæåò íàéòè â êíèãå [2], ãë. 4, ï. 4.9. Â íàøåé ñòàòüå ìû íå
îãðàíè÷èâàåìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ìàòåðèàëîâ Ìóíè�Ðèâëèíà èëè
Îãäåíà, íî ñòðåìèìñÿ ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû äëÿ ëþáûõ ìàòåðèàëîâ, êî-
òîðûå óäîâëåòâîðÿþò (H1)�(H3).
Äàëåå ââåäåì ìíîæåñòâî

R = {ρ : ω 7→ R3 | ρ(x) = Qx+ d, x ∈ ω; Q ∈ SO(3), d ∈ R3},
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çàäàþùåå ïîëîæåíèÿ æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ êîíôèãóðàöèé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =
{
ϕ ∈ V (Ω \ ω) | ϕ = ϕ0 íà ∂Ω; ñóùåñòâóåò ρ ∈ R òàêîå,

÷òî ϕ(x) /∈ ρ(ω) ïðè x ∈ γ è ϕ(x) = ρ(x) ïðè x ∈ ∂ω \ γ
}
,

(4)

ãäå âåêòîð-ôóíêöèÿ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé ϕ0 ∈ W 1−1/p
p (∂Ω)3 èçâåñòíà, à

ìíîæåñòâî

V (Ω) =
{
ψ ∈W 1

p (Ω)3 | cof∇ψ ∈ Lq(Ω)3×3, det∇ψ ∈ Lr(Ω), det∇ψ > 0 â Ω
}

ââåäåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèÿìè (H2) è ñòàíäàðòíûì òðåáîâàíèåì
ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè ïðè äåôîðìèðîâàíèè.
Íàêîíåö, ìû â ñîñòîÿíèè ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ðàâíîâåñèÿ â âèäå

ñëåäóþùåé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè.

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè

Íàéòè ϕ ∈ A, òàêîé ÷òî E(ϕ) = min
ψ∈A
E(ψ). (5)

Îòìåòèì, ÷òî èñêîìàÿ çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ ϕ ñàìà ïî ñåáå îïðåäåëÿåò
ëèøü ïîëîæåíèå îêðóæàþùåé âêëþ÷åíèå ãèïåðóïðóãîé ñðåäû, îäíàêî
ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà A ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîäëåæàùåé
îòûñêàíèþ â (5) ôóíêöèè ϕ îäíîçíà÷íî çàäàþò ýëåìåíò ρ ∈ R, ïîýòîìó
ðåøåíèå (5) òàêæå ïîçâîëÿåò íàéòè ïîëîæåíèå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ.

2 Ñóùåñòâîâàíèå âàðèàöèîííîãî ðåøåíèÿ

Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè. Ýòî äîêàçàòåëüñòâî ïðè-
äåðæèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, îäíàêî
îïèðàåòñÿ íà íåýëåìåíòàðíûå ðåçóëüòàòû Äæ. Áîëëà (ñì. [3]) è òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíîé àðãóìåíòàöèè, ÷òî âûçâàíî íàëè÷èåì â çàäà÷å óñëîâèé
íåïðîíèêàíèÿ è ñêëåéêè ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ñ âêëþ÷åíèåì.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ψ̃ ∈ A òàêîé, ÷òî
E(ψ̃) < +∞. Òîãäà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýíåðãèè (5) èìååò ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäïîëîæåíèÿ (H1) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ çàïà-
ñåííîé ýíåðãèèW (F ) íåïðåðûâíà ïðè F ∈M+ (òàê êàê ÿâëÿåòñÿ âûïóê-
ëîé âåùåñòâåííîçíà÷íîé ôóíêöèåé íà îòêðûòîì ïîäìíîæåñòâå êîíå÷íî-
ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà), ïîýòîìó ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â ïåðâîì
ñëàãàåìîì (3) èçìåðèìî, êàê òîëüêî ôóíêöèÿ ϕ èçìåðèìà. Îòñþäà ïåð-
âîå ñëàãàåìîå ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (3), à çíà÷èò è ñàì ôóíêöèîíàë,
îïðåäåëåíû êîððåêòíî ïðè ϕ ∈ V (Ω \ ω) êàê ôóíêöèè, ïðèíèìàþùèå,
áûòü ìîæåò, áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (H2)
ôóíêöèÿW îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè E òîæå
îãðàíè÷åíû ñíèçó.
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Èç ïðåäïîëîæåíèÿ î êîíå÷íîñòè ýíåðãèè äëÿ íåêîòîðîãî ψ̃ ∈ A ñëå-
äóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, òàêàÿ ÷òî

ϕk ∈ A, lim
k→+∞

E(ϕk) = inf
ψ∈A
E(ψ) < +∞.

Áëàãîäàðÿ ãèïîòåçå êîýðöèòèâíîñòè (H2), îáîáùåííîìó íåðàâåíñòâó Ïó-
àíêàðå, à òàêæå ñâîéñòâàì ôóíêöèîíàëà L, íåñëîæíî ïîäîáðàòü òàêèå
êîíñòàíòû c > 0 è d, ÷òî

E(ϕk) ≥ c
(
‖ϕk‖pW 1

p (Ω\ω)
+ ‖cof∇ϕk‖qLq(Ω\ω) + ‖det∇ϕk‖rLr(Ω\ω)

)
+ d.

Îòñþäà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ϕk, cof∇ϕk, det∇ϕk
â ïðîñòðàíñòâàõ W 1

p (Ω\ω)3, Lq(Ω\ω)3×3, Lr(Ω\ω) ñîîòâåòñòâåííî. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñ òî÷íîñòüþ äî ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

ϕk → ϕ ñëàáî â W 1
p (Ω \ ω)3,

cof∇ϕk → H ñëàáî â Lq(Ω \ ω)3×3,

det∇ϕk → δ ñëàáî â Lr(Ω \ ω)

(6)

ïðè k → +∞. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ãèïîòåçó (H1), äëÿ âñåõ (ϕ,H, δ) ∈
W 1
p (Ω \ ω)3 × Lq(Ω \ ω)3×3 × Lr(Ω \ ω) îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

J (ϕ,H, δ) =

∫
Ω\ω

W ∗
(
∇ϕ,H, δ

)
dx− 〈L,ϕ〉.

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèîíàë J ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî êàæäîìó àðãóìåí-
òó, à òàêæå ÷òî E(ϕk) = J (ϕk, cof∇ϕk,det∇ϕk). Ïîëüçóÿñü ïîëèâûïóê-
ëîñòüþ çàïàñåííîé ýíåðãèè è ñõîäèìîñòÿìè (6), ìû ìîæåì â ïåðâîì ñëà-
ãàåìîì âûðàæåíèÿ J (ϕk, cof∇ϕk, det∇ϕk) ïåðåéòè ê íèæíåìó ïðåäåëó
(ñì. [7], p. 709). Òîãäà ïîëó÷àåì

lim inf
k→+∞

E(ϕk) ≥ lim inf
k→+∞

J (ϕk, cof∇ϕk, det∇ϕk) ≥ J (ϕ,H, δ).

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ϕk ìèíèìèçèðóþùàÿ, òî ìû íà ñàìîì äåëå
ïîëó÷èëè

inf
ψ∈A
E(ψ) ≥ J (ϕ,H, δ).

Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïðåäåëüíûõ â (6) ôóíêöèé ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà
H = cof∇ϕ è δ = det∇ϕ (ñì. [5], th. 6.2 èëè [8], p. 140, lem 6.6). Ïîýòîìó
èìååì J (ϕ,H, δ) = E(ϕ) è èç ïîëó÷åííîãî âûøå íåðàâåíñòâà íàõîäèì,
÷òî E(ϕ) ≤ E(ψ) äëÿ âñåõ ψ ∈ A.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ϕ ∈ A. Ïðèíàäëåæíîñòü ϕ ∈ V (Ω\ω) è, â ÷àñòíî-

ñòè, ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè det∇ϕ > 0 â Ω \ ω,
óñòàíàâëèâàåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ñì. [6], th. 6.2. Â ñâîþ î÷åðåäü
êðàåâîå óñëîâèå ϕ = ϕ0 íà ∂Ω âûïîëíÿåòñÿ áëàãîäàðÿ ïåðâîé ñõîäèìîñòè
(6) è êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà ñëåäà. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðåäåëüíûé
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ýëåìåíò óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñêëåéêè è íåïðîíèêàíèÿ íà ∂ω, òî åñòü
÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò ρ, äëÿ êîòîðîãî âåðíû ñîîòíîøåíèÿ

ϕ(x) ∈ R3 \ ρ(ω) ïðè x ∈ γ, ϕ(x) = ρ(x) ïðè x ∈ ∂ω \ γ, ρ ∈ R. (7)

Ñ ýòîé öåëüþ çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà ìèíèìèçèðóþùåé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè â ñèëó ïðèíàäëåæíîñòè ϕk ∈ A ñóùåñòâóþò Qk ∈
SO(3) è dk ∈ R3, äëÿ êîòîðûõ èìååì

QTk
(
ϕk(x)−dk

)
∈ R3 \ω ïðè x ∈ γ, ϕk(x) = Qkx+dk ïðè x ∈ ∂ω \γ. (8)

Òåîðåìû î ñëåäå è òåîðåìû âëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûäåëèòü òàêóþ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñîõðàíèì ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå), ÷òî

ϕk → ϕ ï.â. íà ∂ω

ïðè k → +∞. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Qk → Q̃ è dk → d̃ ï.â. íà ∂ω ïðè k → +∞, ãäå Q̃ ∈ SO(3) è d̃ ∈ R3.
Òîãäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ñîîòíîøåíèÿõ (8), ïîëó÷àåì

Q̃T
(
ϕ(x)− d̃

)
∈ R3 \ ω ïðè x ∈ γ, ϕ(x) = Q̃x+ d̃ ïðè x ∈ ∂ω \ γ.

Åñëè îáîçíà÷èòü ρ(x) = Q̃x+ d̃, òî ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà ñîîòíîøåíèÿ è åñòü íåîáõîäèìûå íàì (7). Òàêèì îáðàçîì, ìû
äîêàçàëè, ÷òî ýëåìåíò ϕ íå òîëüêî äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó
ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå A, íî è ñàì ïðèíàäëåæèò ýòîìó ìíîæåñòâó. �

3 Êðàåâàÿ çàäà÷à

Ïåðåéäåì òåïåðü ê èçó÷åíèþ êðàåâîé çàäà÷è, êîòîðóþ íàðÿäó ñ çàäà-
÷åé ìèíèìèçàöèè (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå ïîñòàíîâêè çàäà-
÷è ðàâíîâåñèÿ ãèïåðóïðóãîãî òåëà ñ æåñòêèì âêëþ÷åíèåì è òðåùèíîé.
Öåëüþ äàííîãî ïàðàãðàôà ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷èòü êðàåâóþ çàäà÷ó êàê íàáîð
ñîîòíîøåíèé, êîòîðûå ñëåäóþò èç çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (5) è çàòåì äàòü
êîììåíòàðèè ê ìåõàíè÷åñêîìó ñìûñëó óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé.
Ñäåëàåì ïðåäâàðèòåëüíîå ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî âíåøíÿÿ ñèëà,

äåéñòâóþùàÿ íà òåëî, èìååò âèä ¾çàìîðîæåííîé íàãðóçêè¿: ðàñïðåäå-
ëåíèå ýòîé ñèëû çàäàåòñÿ â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè îòîáðàæåíèåì f :
Ω 7→ R3 è ôèãóðèðóþùàÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèîíàëà ýíåðãèè (3) ôóíê-
öèÿ L îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

L : ϕ ∈ A 7→
∫

Ω\ω

f · ϕ dx+

∫
ω

f · ρ dx; f ∈ Ls(Ω)3.

Çäåñü ýëåìåíò ρ ∈ R ñ÷èòàåì òàêèì, ÷òî ϕ = ρ íà ∂ω \ γ, à ïîêàçà-
òåëü s ≥ 1 áóäåì ñ÷èòàòü âûáðàííûì òàê, ÷òî ôóíêöèîíàë L íåïðåðû-
âåí. Ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå î õàðàêòåðå âíåøíåé ñèëû îáóñëîâëåíî
ñòðåìëåíèåì ê ïðîñòîòå è íàãëÿäíîñòè äàëüíåéøèõ âûêëàäîê.
Ôèêñèðóåì âåêòîð-ôóíêöèþ ϕ, ÿâëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è ìèíè-

ìèçàöèè (5) è çàäàþùóþ ðàâíîâåñíóþ êîíôèãóðàöèþ òåëà. Âñþäó äàëåå
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áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêîé. Áóäåì îò-
òàëêèâàòüñÿ îò íåðàâåíñòâà:

ϕ ∈ A, E(ψ)− E(ϕ) ≥ 0 äëÿ âåõ ψ ∈ A. (9)

Âñå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è êðàåâûå óñëîâèÿ, êîòîðûå ìû ñòðå-
ìèìñÿ ïîëó÷èòü, åñòåñòâåííî ñëåäóþò èç (9), åñëè âûáðàòü òåñòîâûå ýëå-
ìåíòû ψ ñïåöèàëüíûìè. Êàêèå èìåííî òåñòîâûå ýëåìåíòû ñëåäóåò âû-
áðàòü çàâèñèò îò òîãî, êàêèå èìåííî ñîîòíîøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìû
ñòðåìèìñÿ ïîëó÷èòü. Òåì íå ìåíåå, ïðîöåäóðà âûáîðà òåñòîâûõ ýëåìåí-
òîâ ïîä÷èíÿåòñÿ îáùåé ñõåìå.
Îáùàÿ ñõåìà ðàññóæäåíèé ñëåäóþùàÿ. Çàìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå òå-

ñòîâûõ ýëåìåíòîâ â (9) ìîæíî âûáðàòü ýëåìåíòû îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ âåêòîð-ôóíêöèé ψε, ε ≥ 0, òàêîãî ÷òî:

(a1) ψε ∈ A ïðè êàæäîì ε;
(a2) ψ0 = ϕ, ãäå ϕ �ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè,

ôèêñèðîâàííîå âûøå;
(a3) ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ

ψ′ : Ω \ ω 7→ R3 òàêàÿ, ÷òî

ψ′ = lim
ε→0+

1

ε

(
ψε − ψ0

)
â Ω \ ω.

Òîãäà èç (9) ïðè ε > 0 ñëåäóåò:∫
Ω\ω

1

ε

(
W (∇ψε)−W (∇ψ0)

)
dx−

∫
Ω\ω

1

ε

(
ψε−ψ0

)
·f dx−

∫
ω

1

ε

(
ρε−ρ0

)
·f dx ≥ 0,

ãäå ρ0 := ρ � ðàâíîâåñíàÿ êîíôèãóðàöèÿ âêëþ÷åíèÿ. Èç ýòîãî íåðàâåí-
ñòâà, ïåðåéäÿ ôîðìàëüíî ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0+, áóäåì èìåòü∫

Ω\ω

P (∇ϕ) : ∇ψ′ dx−
∫

Ω\ω

f · ψ′ dx−
∫
ω

f · ρ′ dx ≥ 0, (10)

ãäå

ρ′ = lim
ε→0+

1

ε

(
ρε − ρ0

)
â ω,

P (∇ϕ) =
∂W

∂F
(∇ϕ) â Ω \ ω. (11)

Ñîîòíîøåíèå (10) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì õîðîøî èçâåñòíîãî â âàðèàöèîí-
íîì èñ÷èñëåíèè óðàâíåíèÿ Ýéëåðà � Ëàãðàíæà, çàïèñàííîãî â ñëàáîé
ôîðìå. Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèé ψ′ è ρ′ ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè
çàäàþò âèðòóàëüíûå êîíôèãóðàöèè òåëà âáëèçè ðàâíîâåñíîé, îòâå÷à-
þùåé çíà÷åíèþ ε = 0 êîíôèãóðàöèè (ñì. Ðèñ. 3). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â
íåðàâåíñòâå (10) ôóíêöèè ψ′ è ρ′ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè � èõ ïðî-
èçâîëüíîñòü îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðîèâîëüíîñòüþ âûáîðà îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ψε. Ïîýòîìó äàëåå, ïîî÷åðåäíî âûáèðàÿ òåñòîâûå ñåìåé-
ñòâà ôóíêöèé ψε ñïåöèàëüíûìè, ìû ñìîæåì ïîëó÷èòü ôóíêöèè ψ′ è ρ′
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æåëàåìîãî âèäà è êàê ñëåäñòâèå îòûñêàòü èç (10) äèôôåðåíöèàëüíûå
óðàâíåíèÿ è åñòåñòâåííûå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ðèñ. 3. Âèðòóàëüíàÿ êîíôèãóðàöèÿ ñòðîèòñÿ òàêèì îá-
ðàçîì, ÷òîáû âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ èìåëè æåëàåìûé
âèä.

Ïåðâûì äåëîì ðàññìîòðèì òåñòîâîå ñåìåéñòâî

ψε = ϕ+ εη,

ãäå η : Ω \ ω 7→ R3 � ýòî òàêàÿ ãëàäêàÿ ôèíèòíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ, ÷òî
supp η ⊂ Ω\ω. Ïîñòðîåííîå óêàçàííûì îáðàçîì ñåìåéñòâî ψε íàì ïîäõî-
äèò, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, ïðè ôèêñèðîâàííûõ ε âûïîëíÿåòñÿ ïðèíàä-
ëåæíîñòü ψε ∈ A (íåîáõîäèìûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñëåäóþò èç ôèíèò-
íîñòè ôóíêöèè η, óñëîâèå ñîõðàíåíèÿ îðèåíòàöèè îáåñïå÷èâàåòñÿ ïðè
ìàëûõ ε íåïðåðûâíîñòüþ îòîáðàæåíèÿ ε 7→ det∇ψε), à âî-âòîðûõ, î÷å-
âèäíî âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà (a2), (a3). Ïðè ýòîì ïî ïîñòðîåíèþ:

ψ′ = η â Ω \ ω,

áëàãîäàðÿ ÷åìó íåðàâåíñòâî (10) ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä∫
Ω\ω

P (∇ϕ) : ∇η dx−
∫

Ω\ω

f · η dx ≥ 0.
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Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè η â îáëàñòè Ω \ ω ïîëó÷àåì,
÷òî â ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé âûïîëíÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

− divP (∇ϕ) = f â Ω \ ω. (12)

Íàéäåííîå óðàâíåíèå ñëóæèò óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ ãèïåðóïðóãîé ñðå-
äû, îêðóæàþùåé æåñòêîå âêëþ÷åíèå.
Òåïåðü ïðèñòóïèì ê îòûñêàíèþ êðàåâûõ óñëîâèé, âûïîëíÿþùèõñÿ íà

ãðàíèöå âêëþ÷åíèÿ. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ãðèíà∫
Ω\ω

P : ∇ξ dx = −
∫

Ω\ω

divP · ξ dx+

∫
∂ω

Pν · ξ dΣ, (13)

ñïðàâåäëèâîé äëÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêèõ òåíçîðíûõ ïîëåé P : Ω\ω 7→ R3×3

è âåêòîðíûõ ïîëåé ξ : Ω \ ω 7→ R3, ξ = 0 íà ∂Ω. Çäåñü è äàëåå dΣ �
ýòî ýëåìåíò ïëîùàäè ïîâåðõíîñòè ∂ω. Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû Ãðèíà (13) è
äîêàçàííîãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (12) íåðàâåíñòâî (10) ïðåîáðàçóåòñÿ
ê âèäó ∫

∂ω

P (∇ϕ)ν · ψ′ dΣ−
∫
ω

f · ρ′ dx ≥ 0. (14)

Ñ ýòîãî ìîìåíòà, ïðè îòûñêàíèè âñåõ åñòåñòâåííûõ êðàåâûõ óñëîâèé
áóäåì îïèðàòüñÿ íà íåðàâåíñòâî (14) âìåñòî (10).
Íàéäåì êðàåâûå óñëîâèÿ êîíòàêòà. Òàê æå êàê è ðàíåå, ðàññìîòðèì

òåñòîâîå ñåìåéñòâî âèäà

ψε = ϕ+ εξ, (15)

îäíàêî òåïåðü áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå ξ ìîæåò áûòü
îòëè÷íî îò íóëÿ íà γ. Áåç òðóäà ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ïîäîáíîì ïî-
ñòðîåíèè òåñòîâîå ñåìåéñòâî (15) ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
(a2), (a3). ×òîáû â äîïîëíåíèå ê ýòîìó ãàðàíòèðîâàòü (a1), íåîáõîäè-
ìî íàëîæèòü îãðàíè÷åíèÿ íà çíà÷åíèÿ ξ íà ∂ω. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì
ìíîæåñòâà

Abs =
{
x ∈ Ω \ ω : ϕ(x) /∈ ∂ρ(ω)

}
, Cont =

{
x ∈ Ω \ ω : ϕ(x) ∈ ∂ρ(ω)

}
.

Ïåðâîå èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ ñîñòîèò èç òî÷åê îòñ÷åòíîé êîíôèãóðà-
öèè, â êîòîðûõ êîíòàêò ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ îòñóòñòâóåò, à âòîðîå �
èç òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ êîíòàêò ðåàëèçóåòñÿ. Òàê êàê áëàãîäàðÿ óñëîâèþ
íåïðîíèêàíèÿ è ïðåäïîëîæåíèþ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ϕ âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå ϕ(x) /∈ ρ(ω), x ∈ Ω \ ω, òî ââåäåííûå âûøå ìíîæåñòâà â
ñîâîêóïíîñòè îáðàçóþò ðàçáèåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ϕ. Îá-
ðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèå ôàêòû.

I. Ìíîæåñòâî Abs ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì, ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáîé
òî÷êè x ∈ Abs ñóùåñòâóåò øàð Bδ(x) ñ öåíòðîì ϕ(x) è ðàäèóñîì

δ(x) > 0, êîòîðûé íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ρ(ω).
II. Òàê êàê ïîâåðõíîñòü ∂ρ(ω) ãëàäêàÿ, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Cont ñó-

ùåñòâóåò ïðÿìîé êîíóñKh(x) ñ âåðøèíîé ϕ(x), ðàäèóñîì h(x) > 0
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è îñüþ, çàäàâàåìîé íîðìàëüþ ρ(ν), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåòKh(x) ⊂
R3 \ ρ(ω).

Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé: a) â òî÷-
êàõ îòñóòñòâèÿ êîíòàêòà, b) â êîíòàêòíûõ òî÷êàõ.

Îïèðàÿñü íà ïåðå÷èñëåííûå ôàêòû, ïîñòðîèì ãëàäêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ
ξ : Ω \ ω 7→ R3 òàê, ÷òî

(i) ξ = 0 íà ìíîæåñòâàõ ∂Ω è ∂ω \ γ,
(ii) ξ(x) ∈ Bδ(x) − ϕ(x) â òî÷êàõ x ∈ γ ∩Abs,
(iii) ξ(x) ∈ Kh(x) − ϕ(x) â òî÷êàõ x ∈ γ ∩ Cont.

Òîãäà òåñòîâîå ñåìåéñòâî, îïðåäåëåííîå ôîðìóëîé (15), ïðè 0 < ε ≤ 1
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (äëÿ èëëþñòðàöèè ñì. Ðèñ. 3), à çíà÷èò ìû ìîæåì
îïåðèðîâàòü íåðàâåíñòâîì (14). Áîëåå òîãî, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà (i) âåêòîð-
ôóíêöèè ξ íåðàâåíñòâî (14) ïðèíèìàåò âèä∫

γ

P (∇ϕ)ν · ξ dΣ ≥ 0. (16)

Òàê êàê â ñèëó ñâîéñòâà (ii) âåêòîð ξ ìîæåò èìåòü ïðîòèâîïîëîæíûå
íàïðàâëåíèÿ íà γ ∩Abs, òî èç (16) âûòåêàåò

P (∇ϕ)ν = 0 íà γ ∩Abs. (17)

Íà ìíîæåñòâå γ ∩Cont ñîãëàñíî ñâîéñòâó (iii) ñèòóàöèÿ äðóãàÿ: íàïðàâ-
ëåíèå âåêòîðà ξ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçëîæèì
âåêòîð ξ íà íîðìàëüíóþ è êàñàòåëüíûå ñîñòàâëÿþùèå:

ξ = ξννρ + ξ1
τ τ

1
ρ + ξ2

τ τ
2
ρ ,

ξν = ξ · νρ, ξ1
τ = ξ · τ1

ρ , ξ2
τ = ξ · τ2

ρ ,

ãäå νρ, τ
1
ρ , τ

2
ρ � ïîëå âåêòîðîâ, çàäàþùåå îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ íà

ïîâåðõíîñòè ρ(∂ω) ñ âåêòîðîì íîðìàëè νρ = ρ(ν). Ñ ó÷åòîì îïèñàííîãî
ðàçëîæåíèÿ íåðàâåíñòâî (16) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå∫
γ

(
P (∇ϕ)ν ·νρ

)
ξν dΣ+

∫
γ

(
P (∇ϕ)ν · τ1

ρ

)
ξ1
τ dΣ+

∫
γ

(
P (∇ϕ)ν · τ2

ρ

)
ξ2
τ dΣ ≥ 0.
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Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâà (iii) âûïîëíÿåòñÿ ξν ≤ 0, à çíàê ξ1
τ è ξ2

τ

ìîæåò áûòü ëþáûì, ïîýòîìó ïîëó÷àåì

P (∇ϕ)ν · νρ ≤ 0, P (∇ϕ)ν · τ1
ρ = 0, P (∇ϕ)ν · τ2

ρ = 0 íà γ ∩ Cont. (18)

Êîìáèíèðóÿ (17) è (18), çàêëþ÷àåì, ÷òî

P (∇ϕ)ν = 1̃∂ρ(ω)Pν(∇ϕ)νρ, Pν(∇ϕ) ≤ 0 íà γ, (19)

ãäå

Pν(∇ϕ) = P (∇ϕ)ν · νρ, 1̃∂ρ(ω)(x) =

{
1, åñëè ϕ(x) ∈ ∂ρ(ω),

0, åñëè ϕ(x) /∈ ∂ρ(ω).

Íàéäåííîå êðàåâîå óñëîâèå (19) ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì óñëîâèåì êîí-
òàêòà ãèïåðóïðóãîé ñðåäû è æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ.
Òåïåðü ïðèñòóïèì ê îòûñêàíèþ óñëîâèé ðàâíîâåñèÿ âêëþ÷åíèÿ. Íà-

ïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî çàäàííîé ñòðóêòóðå íàøå âêëþ÷åíèå ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé àáñîëþòíî òâåðäîå òåëî. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âèðòóàëüíûå
ïîëîæåíèÿ òàêîãî òåëà ïîëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå èíôèíèòåçèìàëüíûõ
ïîâîðîòîâ è ïåðåíîñîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðåíîñû, à çàòåì ïîâîðî-
òû. Ïåðâûì äåëîì âûáåðåì ãëàäêóþ âåêòîð-ôóíêöèþ b̃ : Ω\ω 7→ R3 òàê,
÷òî

1) b̃ = b íà ∂ω, ãäå âåêòîð b ∈ R3 ïðîèçâîëüíûé ïîñòîÿíûé;

2) b̃ = 0 íà ∂Ω;

è ïîëîæèì

ψε = ϕ+ εb̃.

Îòìåòèì, ÷òî b̃ õàðàêòåðèçóåò ïåðåíîñ òî÷åê ðàâíîâåñíîé êîíôèãóðàöèè
â âèðòóàëüíóþ, ïðè êîòîðîì áåðåãà òðåùèíû è âêëþ÷åíèÿ ïåðåíîñÿòñÿ
ðàâíîìåðíî. Ïðè òàêîì âûáîðå

ψ′ = b íà ∂ω, ρ′ = b â ω,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâî (14) äàåò(∫
∂ω

P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

f dx
)
· b ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðà b, èìååì∫
∂ω

P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

f dx = 0. (20)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé èíôèíèòåçèìàëüíîãî ïîâîðîòà. Âûáåðåì ãëàä-
êîå ïîëå ìàòðèö K̃ : Ω \ ω 7→ R3×3, óäîâëåòâîðÿþùåå ñâîéñòâàì

1) K̃T = −K̃ â Ω \ ω;
2) K̃ = K íà ∂ω, ãäå ïîñòîÿííàÿ

ìàòðèöà K ∈ R3×3 êîñîñèììåòðè÷íà;
3) K̃ = 0 íà ∂Ω.
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Àññîöèèðóåì ñ óêàçàííûì ïîëåì ïî ôîðìóëå Ðîäðèãà ñåìåéñòâî ìàòðèö

Q̃(ε) := I + (sin ε)K̃ + (1− cos ε)K̃2 â Ω \ ω

è ïîëîæèì

ψε = Q̃(ε)ϕ.

Â êàæäîé òî÷êå ìíîæåñòâà Ω \ ω ìàòðèöà Q̃(ε) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé âðà-

ùåíèÿ. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ K̃, êîìïîíåíòû ìàòðèöû Q̃(ε)
ïîñòîÿííû íà ∂ω. Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî â âèðòóàëüíîé êîíôèãóðà-
öèè, îïðåäåëÿåìîé ïîëåì ψε, ïîëîæåíèÿ áåðåãîâ òðåùèíû è âêëþ÷åíèÿ
ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîìåðíîìó ïîâîðîòó. Â äîïîëíåíèå ê ýòîìó íåñëîæíî
âèäåòü, ÷òî

ψ′ = K̃ϕ â Ω \ ω,
è, â ÷àñòíîñòè,

ψ′ = Kϕ = k × ϕ íà ∂ω, ρ′ = Kρ = k × ρ â ω,

ãäå âåêòîð k = (kx, ky, kz)
T òàêîâ, ÷òî

K =

 0 −kz ky
kz 0 −kx
−ky kx 0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî íåðàâåíñòâî (14) âëå÷åò∫
∂ω

P (∇ϕ)ν ·Kϕ dΣ−
∫
ω

f ·Kρ dx ≥ 0,

÷òî ýêâèâàëåíòíî∫
∂ω

P (∇ϕ)ν · (k × ϕ) dΣ−
∫
ω

f · (k × ρ) dx ≥ 0.

Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ïðàâèëàìè âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
ïîëó÷àåì (∫

∂ω

ϕ× P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

ρ× f dx
)
· k ≥ 0.

Âåêòîð k ïðîèçâîëåí â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ìàòðèöû K, ïîýòîìó èìååì∫
∂ω

ϕ× P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

ρ× f dx = 0. (21)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå, âìåñòå ñ íàéäåííûì ðàíåå (20), îòíîñèòñÿ ê
óñëîâèÿì ðàâíîâåñèÿ æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ.
Íàêîíåö, òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ïðèâåñòè êðàåâóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ

ôîðìàëüíî ñëåäóåò èç çàäà÷è (5). Ñîáèðàÿ âìåñòå ïîëó÷åííûå âûøå ñî-
îòíîøåíèÿ (12), (19), (20) è (21), à òàêæå ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ðåøåíèå
çàäà÷è ìèíèìèçàöèè (5) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ êîíôèãó-
ðàöèé A, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå êðàåâîé çàäà÷è.



160 À. È. ÔÓÐÖÅÂ

Êðàåâàÿ çàäà÷à

Íàéòè ôóíêöèþ ϕ : Ω \ ω 7→ R3, îïèñûâàþùóþ êîíôèãóðàöèþ ãèïåð-
óïðóãîé ñðåäû, à òàêæå ìàòðèöó Q ∈ SO(3) è âåêòîð d ∈ R3, çàäàþùèå
ïîëîæåíèå æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, òàêèå ÷òî:

− divP (∇ϕ) = f â Ω \ ω, (22)

P (∇ϕ) =
∂W

∂F
(∇ϕ) â Ω \ ω, (23)

det∇ϕ > 0 â Ω \ ω, (24)

ϕ = ϕ0 íà ∂Ω, (25)

ϕ = ρ(x) := Qx+ d íà ∂ω \ γ, (26)

ϕ(γ) ∩ ρ(ω) = ∅, (27)

P (∇ϕ)ν = 1̃∂ρ(ω)Pν(∇ϕ)ρ(ν), Pν(∇ϕ) ≤ 0 íà γ, (28)∫
∂ω

P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

f dx = 0, (29)

∫
∂ω

ϕ× P (∇ϕ)ν dΣ−
∫
ω

ρ× f dx = 0. (30)

Çäåñü

Pν(∇ϕ) = P (∇ϕ)ν · ρ(ν), 1̃∂ρ(ω)(x) =

{
1, åñëè ϕ(x) ∈ ∂ρ(ω),

0, åñëè ϕ(x) /∈ ∂ρ(ω).

Ðàññóæäåíèÿìè âûøå ôàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ôóíêöèè çàïà-
ñåííîé ýíåðãèè W ëþáîå äîñòàòî÷íî ãëàäêîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìè-
çàöèè (5) óäîâëåòâîðÿåò êðàåâîé çàäà÷å (22)�(30).

Ïîÿñíèì ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë ñîîòíîøåíèé ïîëó÷åííîé íàìè êðàåâîé
çàäà÷è.
Óðàâíåíèå (22) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ðàâíîâåñèÿ ãèïåðóïðóãîé ñðå-

äû, îêðóæàþùåé æåñòêîå âêëþ÷åíèå. Â ñâîþ î÷åðåäü óðàâíåíèå (23)
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ: îíî ñâÿçûâàåò ïåðâûé òåíçîð
íàïðÿæåíèé Ïèîëû � Êèðõãîôà P ñ ïðîèçâîäíîé ∂

∂FW ôóíêöèè çàïà-
ñåííîé ýíåðãèè W . Óñëîâèå (24) åñòü óñëîâèå ñîõðàíåíèå îðèåíòàöèè.
Óñëîâèå (25) îçíà÷àåò, ÷òî âíåøíèé êðàé ñðåäû ïåðåìåùàåòñÿ ïðåäïè-
ñàííûì çàðàíåå îáðàçîì. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (22)�(25) çàäà-
þòñÿ â îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè. Âñå îíè õîðîøî èçâåñòíû èç êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèè íåëèíåéíîé óïðóãîñòè.



ÃÈÏÅÐÓÏÐÓÃÎÅ ÒÅËÎ C ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ È ÒÐÅÙÈÍÎÉ 161

Îñîáåííîñòüþ íàøåé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â ãèïåðóïðóãóþ ñðåäó
èíêîðïîðèðîâàíî æåñòêîå âêëþ÷åíèå è íà ÷àñòè ãðàíèöû ñ âêëþ÷åíèåì
èìååòñÿ òðåùèíà îòñëîåíèÿ. Íàëè÷èå âêëþ÷åíèÿ è òðåùèíû ïåðåäàåòñÿ,
â ÷àñòíîñòè, óñëîâèÿìè (26), (27). Ïåðâîå èç ýòèõ óñëîâèé îçíà÷àåò, ÷òî
íà ÷àñòè ãðàíèöû ∂ω \γ êðàé ãèïåðóïðóãîé ñðåäû ñêëååí ñ âêëþ÷åíèåì,
òî åñòü ïåðåìåùåíèÿ êðàÿ ñðåäû è âêëþ÷åíèÿ ðàâíû. Â ñâîþ î÷åðåäü
íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè γ ïåðåìåùåíèÿ êðàÿ ãèïåðóïðóãîé ñðåäû è âêëþ-
÷åíèÿ ìîãóò áûòü íå ðàâíû, ÷òî è îçíà÷àåò íàëè÷èå òðåùèíû. Âìåñòå
ñ òåì, áëàãîäàðÿ óñëîâèþ (27) ãèïåðóïðóãèé áåðåã òðåùèíû ïîñëå äå-
ôîðìèðîâàíèÿ íå ìîæåò ïðîíèêíóòü âíóòðü îáëàñòè, êîòîðóþ çàéìåò
âêëþ÷åíèå. Îòìåòèì îäíàêî, ÷òî (27) íå çàïðåùàåò, ÷òîáû äëÿ íåêîòî-
ðîé òî÷êè x̃ ∈ γ ðåàëèçîâàëîñü ñîîòíîøåíèå ϕ(x̃) ∈ ∂ρ(ω). Òàêàÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ êîíòàêòíîé: ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ ýòà òî÷êà
ãèïåðóïðóãîãî áåðåãà òðåùèíû ñîïðèêàñàåòñÿ ñ æåñòêèì áåðåãîì, ïðåä-
ñòàâëÿþùèì ÷àñòü êðàÿ âêëþ÷åíèÿ. Ìíîæåñòâî êîíòàêòíûõ òî÷åê â çà-
äà÷å (22)�(30) çàðàíåå íå çàäàåòñÿ è ôàêòè÷åñêè ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî
òîëüêî äëÿ èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ.
Ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë îñòàâøèõñÿ óñëîâèé (28)�(30) ñòàíîâèòñÿ áîëåå

ÿñíûì, åñëè èõ ïåðåôîðìóëèðîâàòü, çàïèñàâ â äåôîðìèðîâàííîé êîí-
ôèãóðàöèè. Òàê, îñóùåñòâëÿÿ â íèõ çàìåíó ïåðåìåííûõ xϕ = ϕ(x),
x ∈ Ω \ ω, è xρ = ρ(x), x ∈ ω, ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïèî-
ëû (ñì. [2], ïï. 1.5, 1.7, 2.5) ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì

tϕ(νϕ) = (1∂ρ(ω)N
ϕ)ρ(ν), Nϕ ≤ 0 íà ϕ(γ), (31)∫

ϕ(∂ω)

tϕ(νϕ) dΣϕ −
∫
ρ(ω)

fρ dxρ = 0, (32)

∫
ϕ(∂ω)

xϕ × tϕ(νϕ) dΣϕ −
∫
ρ(ω)

xρ × fρ dxρ = 0, (33)

â êîòîðûõ

Nϕ = tϕ(νϕ) · ρ(ν), 1∂ρ(ω)(x
ϕ) =

{
1, åñëè xϕ ∈ ∂ρ(ω),

0, åñëè xϕ /∈ ∂ρ(ω),
fρ = f ◦ ρ−1.

Ïðè ïåðåõîäå îò (28)�(30) ê ýêâèâàëåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì (31)�(33) ìû
âîñïîëüçîâàëèñü ôîðìóëîé

P (∇ϕ)ν =
∥∥(cof∇ϕ)ν

∥∥ tϕ(νϕ), νϕ = ϕ(ν),

ñâÿçûâàþùåé ïåðâûé âåêòîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû � Êèðõãîôà P (∇ϕ)ν ñ
âåêòîðîì íàïðÿæåíèé Êîøè tϕ(νϕ), à òàêæå ôîðìóëàìè

dΣ =
1∥∥(cof∇ϕ)ν

∥∥ dΣϕ, dx =
1

det∇ϕ
dxϕ, dx = dxρ,
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ñâÿçûâàþùèìè ìåæäó ñáîé ýëåìåíòû ïëîùàäåé dΣ è dΣϕ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ïîâåðõíîñòÿì ∂ω è ϕ(∂ω), è ýëåìåíòû îáúåìîâ dx, dxϕ, dxρ â
îòñ÷åòíîé è äåôîðìèðîâàííîé êîíôèãóðàöèÿõ.
Ñìûñë óñëîâèé (31) ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåêòîð íàïðÿæåíèé tϕ(νϕ),

îïðåäåëåííûé íà äåôîðìèðîâàííîì áåðåãå òðåùèíû, êîëëèíåàðåí âåê-
òîðó íîðìàëè ρ(ν). Ïðè ýòîì â òî÷êàõ êîíòàêòà óêàçàííûé âåêòîð íàïðÿ-
æåíèé ïðîòèâîïîëîæåí íîðìàëè (ñì. Ðèñ. 5), à â òî÷êàõ îòñóòñòâèÿ êîí-
òàêòà ðàâåí íóëåâîìó âåêòîðó (òàê êàê ôóíêöèÿ 1∂ρ(ω) èç ïåðâîãî óñëî-
âèÿ (31) ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ ìíîæåñòâà êîíòàêòíûõ òî÷åê).
Òàêèì îáðàçîì, íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ãèïåðóïðóãîãî áåðåãà òðåùèíû

Ðèñ. 5. Â òî÷êàõ êîíòàêòà âåêòîð íàïðÿæåíèé Êîøè ðà-
âåí ñèëå ðåàêöèè.

çàâèñèò îò òîãî, ïðîèñõîäèò ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòàêò ñ âêëþ÷å-
íèåì èëè íåò. Åñëè êîíòàêò ïðîèñõîäèò, òî íà óêàçàííûé áåðåã òðåùèíû
âîçäåéñòâóåò ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñî ñòîðîíû âêëþ÷åíèÿ. Íàïðî-
òèâ, åñëè êîíòàêò îòñóòñòâóåò, òî áåðåã ñâîáîäåí îò íàãðóçîê. Îòìåòèì
åùå ðàç, ÷òî ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ ìû çàðàíåå íå çíàåì, â
êàêèõ òî÷êàõ ïîñëå äåôîðìèðîâàíèÿ êîíòàêò ïðîèçîéäåò, à â êàêèõ íåò.
Òåì íå ìåíåå, óñëîâèÿ (31) äîïóñêàþò êàê îäíó, òàê è äðóãóþ ñèòóàöèþ.
Íàêîíåö, óñëîâèÿ (32) è (33) îçíà÷àþò ðàâåíñòâî íóëþ ãëàâíîãî âåêòî-

ðà è ãëàâíîãî ìîìåíòà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà âêëþ÷åíèå. Ïåðâûå ñëàãàå-
ìûå â (32) è (33) ó÷èòûâàþò âçàèìîäåéñòâèå âêëþ÷åíèÿ è îêðóæàþùåé
åãî ãèïåðóïðóãîé ñðåäû. Ïðè ýòîì, ñîãëàñíî (31), â òî÷êàõ îòñóòñòâèÿ
êîíòàêòà âîçäåéñòâèå íå ó÷èòûâàåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì âûðàæàåòñÿ ïðèí-
öèï áàëàíñà ñèë è ìîìåíòîâ, äåéñòâóþùèõ íà âêëþ÷åíèå, ñ ó÷åòîì âîç-
ìîæíîãî êîíòàêòà áåðåãîâ òðåùèíû.
Ïîëó÷åííûå óñëîâèÿ (31)�(33) ìîæíî ñ÷èòàòü íåëèíåéíûìè àíàëîãà-

ìè ðàññìîòðåííûõ ðàíåå â ñòàòüÿõ [9�11] èíôèíèòåçèìàëüíûõ óñëîâèé,
êîòîðûå îïèñûâàþò ðàâíîâåñèå æåñòêèõ âêëþ÷åíèé ñ òðåùèíàìè, èí-
êîðïîðèðîâàííûõ â ëèíåéíî óïðóãîå òåëî.
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