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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ
НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ОДНОМЕРНОГО

ДВИЖЕНИЯ ВЯЗКОЙ БАРОТРОПНОЙ
МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ СМЕСИ

А.Е. Мамонтов, Д.А. Прокудин

Abstract. The asymptotic behavior (as t → +∞) of the solution to the
initial-boundary value problem is analyzed for the system of differential
equations describing the barotropic dynamics of a viscous multifluid
with a non-diagonal, symmetric and positive definite viscosity matrix,
in the case of one spatial variable. New a priori estimates are obtained
and stabilization of the solution to the initial-boundary value problem is
proved.

Keywords: barotropic flow, viscous compressible multifluid, viscosity
matrix, stabilization of solution.

1. Постановка задачи

Рассмотрим начально-краевую задачу для одномерных уравнений динамики
вязкой баротропной многокомпонентной смеси

(1)
∂ρ

∂t
+

∂(ρv)

∂x
= 0, v =

N∑
j=1

αjuj , αj = const ∈ (0, 1), j = 1, . . . , N,

N∑
j=1

αj = 1,

(2) ρ
∂ui

∂t
+ ρv

∂ui

∂x
+ αi

∂p(ρ)

∂x
=

N∑
j=1

νij
∂2uj

∂x2
, i = 1, . . . , N,
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(3) ρ|t=0 = ρ0(x), ui|t=0 = u0i(x), i = 1, . . . , N,

(4) ui|x=0 = ui|x=1 = 0, i = 1, . . . , N.

Здесь ρ > 0 — плотность смеси и ui, i = 1, . . . , N — скорости компонент (со-
ставляющих) смеси, являются искомыми функциями времени t ∈ [0, T ], где
0 < T < +∞, и точки x области течения Ω = {x ∈ R | 0 < x < 1}; v — сред-
невзвешанная (барицентрическая) скорость; N ⩾ 2 — число компонент смеси;
p ∈ C1(0,∞) — давление (является заданной функцией плотности ρ), причем

p > 0,
dp

dρ
> 0; постоянные коэффициенты вязкостей νij , i, j = 1, . . . , N обра-

зуют симметричную матрицу N > 0; начальные данные ρ0 ∈ W 1
2 (0, 1), ρ0 > 0,

u0i ∈
◦

W 1
2 (0, 1), i = 1, . . . , N .

Как видно в уравнениях (2) присутствуют старшие производные (производ-
ные второго порядка) от скоростей всех компонент, ввиду составной структу-
ры тензоров вязких напряжений составляющих смеси [1]. Вследствие этого,
результаты известные для одномерных баротропных уравнений Навье-Стокса
автоматически не переносятся на уравнения (1), (2). Отметим, что вопросы об
асимптотическом поведении решений одномерных уравнений Навье-Стокса ис-
следовались в работах [2]–[7]. Существование, единственность и асимптотиче-
ское поведение решений при t → +∞ рассматриваемых одномерных уравнений
вязких многокомпонентных смесей в изотермическом и политропном случаях
изучались в работах [8]–[13]. Аналогичным вопросам для смежных одномерных
моделей многокомпонентных смесей посвящены работы [14]–[21].

2. Массовые лагранжевы координаты

При анализе задачи (1)–(4) будет использовать массовые лагранжевы коор-

динаты. Возьмем за новые независимые переменные t и y(t, x) =

x∫
0

ρ(t, s) ds. В

этом случае система (1), (2) примет вид

(5)
∂ρ

∂t
+ ρ2

∂v

∂y
= 0, v =

N∑
j=1

αjuj ,

(6)
∂ui

∂t
+ αi

∂p(ρ)

∂y
=

N∑
j=1

νij
∂

∂y

(
ρ
∂uj

∂y

)
, i = 1, . . . , N.

При таком переходе область течения Ω отображается в область Ω̃ = {y ∈ R | 0 <

y < d}, где d =

1∫
0

ρ0(x) dx > 0. Начальные и граничные условия преобразуются

к следующему виду:

(7) ρ|t=0 = ρ̃0(y), ui|t=0 = ũ0i(y), i = 1, . . . , N,

(8) ui|y=0 = ui|y=d = 0, i = 1, . . . , N.
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3. Априорные оценки

Получим равномерные по времени оценки, позволяющие сделать вывод об
асимптотическом поведении решения задачи (1)–(4) при t → +∞. Для это-
го умножим уравнения (2) на ui, просуммируем по i и проинтегрируем по y,
получим (с учетом (1))

(9)
1

2

d

dt

N∑
i=1

1∫
0

ρu2
i dx+

N∑
i,j=1

νij

1∫
0

(∂ui

∂x

)(∂uj

∂x

)
dx =

= −
N∑
i=1

αi

1∫
0

ui

(
∂p(ρ)

∂x

)
dx.

Поскольку N > 0, то для второго слагаемого в левой части (9) справедливо
неравенство

(10)
N∑

i,j=1

νij

1∫
0

(∂ui

∂x

)(∂uj

∂x

)
dx ⩾ C1

N∑
i=1

1∫
0

(∂ui

∂x

)2

dx

с некоторой положительной постоянной C1. Теперь умножим уравнение (1) на

G′(ρ), где G(ρ) = ρ

ρ∫
d

p(s)− p(d)

s2
ds, проинтегрируем по x и для правой части

(9) получим, что

(11) −
N∑
i=1

αi

1∫
0

ui

(
∂p(ρ)

∂x

)
dx =

1∫
0

p(ρ)
(∂v
∂x

)
dx = − d

dt

1∫
0

G(ρ) dx.

Благодаря (10) и (11), из (9) следует неравенство

(12)
1

2

d

dt

N∑
i=1

1∫
0

ρu2
i dx+

d

dt

1∫
0

G(ρ) dx+ C1

N∑
i=1

1∫
0

(∂ui

∂x

)2

dx ⩽ 0.

В массовых лагранжевых координатах (t, y) формула (12) преобразуется к сле-
дующему виду:

(13)
1

2

d

dt

N∑
i=1

d∫
0

u2
i dy +

d

dt

d∫
0

G(ρ)

ρ
dy + C1

N∑
i=1

d∫
0

ρ
(∂ui

∂y

)2

dy ⩽ 0.

Из (13), после интегрирования по t, получаем неравенство

(14)
N∑
i=1

d∫
0

u2
i dy +

d∫
0

G(ρ)

ρ
dy +

N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

ρ
(∂ui

∂y

)2

dydτ ⩽ C2,

где постоянная C2 > 0. Все слагаемые в левой части (14) неотрицательны.
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Преобразуем теперь уравнения (6) к виду

(15) αi

N∑
j=1

ν̃ij
∂uj

∂t
+ αi

 N∑
j=1

αj ν̃ij

 ∂p(ρ)

∂y
=

= αi
∂

∂y

(
ρ
∂ui

∂y

)
, i = 1, . . . , N,

где через ν̃ij , i, j = 1, . . . , N мы обозначили компоненты матрицы Ñ = N−1.
Просуммируем (15) по i, получим

(16)
N∑

i,j=1

αiν̃ij
∂uj

∂t
+ K̃

∂p(ρ)

∂y
=

∂

∂y

(
ρ
∂v

∂y

)
,

где постоянная K̃ =

N∑
i,j=1

ν̃ijαiαj > 0. Отметим также, что из уравнения (5)

следует, что

(17) ρ
∂v

∂y
= −∂ ln ρ

∂t
.

Далее, подставим ρ
∂v

∂y
из (17) в равенство (16), и получим соотношение

(18)
∂2 ln ρ

∂t∂y
+ K̃

∂p(ρ)

∂y
= −

N∑
i,j=1

αiν̃ij
∂uj

∂t
.

Умножая обе части (18) на
∂ ln ρ

∂y
и интегрируя по y, приходим к равенству

(19)
1

2

d

dt

d∫
0

(∂ ln ρ

∂y

)2

dy + K̃

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)(
∂ ln ρ

∂y

)
dy =

= −
N∑

i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

(∂uj

∂t

)(∂ ln ρ

∂y

)
dy.

Преобразуем правую часть (19), используя формулу интегрирования по частям
и (8), (17):

(20) −
N∑

i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

(∂uj

∂t

)(∂ ln ρ

∂y

)
dy =

= − d

dt

N∑
i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

uj

(∂ ln ρ

∂y

)
dy+

+

N∑
i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

ρ
(∂uj

∂y

)(∂v
∂y

)
dy.
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Тогда перепишем (19) в виде

(21)
1

2

d

dt

d∫
0

(∂ ln ρ

∂y

)2

dy + K̃

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)(∂ ln ρ

∂y

)
dy =

= − d

dt

N∑
i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

uj

(∂ ln ρ

∂y

)
dy +

N∑
i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

ρ
(∂uj

∂y

)(∂v
∂y

)
dy.

Проинтегрируем равенство (21) по t, получим

1

2

d∫
0

(∂ ln ρ

∂y

)2

dy + K̃

t∫
0

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)(∂ ln ρ

∂y

)
dydτ =

= −
N∑

i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

uj

(∂ ln ρ

∂y

)
dy +

N∑
i,j=1

αiν̃ij

t∫
0

d∫
0

ρ
(∂uj

∂y

)(∂v
∂y

)
dydτ+

+
1

2

d∫
0

1

ρ̃20

(∂ρ̃0
∂y

)2

dy +

N∑
i,j=1

αiν̃ij

d∫
0

ũ0j

ρ̃0

(∂ρ̃0
∂y

)
dy.

Отсюда и из (14) теперь следует оценка

(22)
d∫

0

(∂ ln ρ

∂y

)2

dy +

t∫
0

d∫
0

ρp′(ρ)
(∂ ln ρ

∂y

)2

dydτ ⩽ C3

с постоянной C3 > 0.
Далее, из уравнения (5) следует, что при каждом

t ∈ [0, T ] хотя бы в одной точке ξ(t) ∈ [0, d]

(23) ρ(t, ξ(t)) = d.

Тогда, т. к.

ln ρ(t, y) = ln ρ(t, ξ(t)) +

y∫
ξ(t)

∂(ln ρ(t, s))

∂s
ds,

то используя неравенство Гельдера, с учетом (22) и (23), получим

| ln ρ(t, y)| ⩽ | ln d|+
√
d

∥∥∥∥∂ ln ρ

∂y

∥∥∥∥
L2(0,d)

⩽ C4, C4 = const > 0.

Отсюда непосредственно следует, что

(24) 0 <
1

C5
⩽ ρ(t, y) ⩽ C5 < +∞, C5 = const > 0.

Таким образом, из (14), (22) и (24) следует, что

(25)
N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dydτ +

d∫
0

(∂ρ
∂y

)2

dy +

t∫
0

d∫
0

(∂ρ
∂y

)2

dydτ ⩽ C6

c постоянной C6 > 0.
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Приступим к выводу дальнейших оценок. Умножим (6) на
∂2ui

∂y2
и проинте-

грируем по y, получим

(26)
1

2

d

dt

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dy +

N∑
j=1

νij

d∫
0

ρ
(∂2ui

∂y2

)(∂2uj

∂y2

)
dy =

= −
N∑
j=1

νij

d∫
0

(∂ρ
∂y

)(∂2ui

∂y2

)(∂uj

∂y

)
dy + αi

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)( ∂2ui

∂y2

)
dy.

Просуммируем (26) по i и проинтегрируем по t:

(27)
1

2

N∑
i=1

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dy +

N∑
i,j=1

νij

t∫
0

d∫
0

ρ
(∂2ui

∂y2

)(∂2uj

∂y2

)
dydτ =

=
1

2

N∑
i=1

d∫
0

(∂ũ0i

∂y

)2

dy −
N∑

i,j=1

νij

t∫
0

d∫
0

(∂ρ
∂y

)(∂2ui

∂y2

)(∂uj

∂y

)
dydτ+

+

t∫
0

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)(∂2v

∂y2

)
dydτ.

Для левой части (27) имеет место оценка

(28)
1

2

N∑
i=1

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dy +

N∑
i,j=1

νij

t∫
0

d∫
0

ρ
(∂2ui

∂y2

)(∂2uj

∂y2

)
dydτ ⩾

⩾ C7

( N∑
i=1

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dy +

N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

(∂2ui

∂y2

)2

dydτ
)
, C7 = const > 0.

Для второго слагаемого в правой части (27), ввиду оценки (25) и неравенств
(i = 1, . . . , N)

(29)
∥∥∥∥∂ui

∂y

∥∥∥∥2
C[0,d]

⩽ 2

∥∥∥∥∂ui

∂y

∥∥∥∥
L2(0,d)

∥∥∥∥∂2ui

∂y2

∥∥∥∥
L2(0,d)

,

справедлива оценка

(30) −
N∑

i,j=1

νij

t∫
0

d∫
0

(∂ρ
∂y

)(∂2ui

∂y2

)(∂uj

∂y

)
dydτ ⩽

⩽
C7

4

N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

(∂2ui

∂y2

)2

dydτ + C8, C8 = const > 0.
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Третье слагаемое в правой части (27) оценим следующим образом:

(31)
t∫

0

d∫
0

(
∂p(ρ)

∂y

)(∂2v

∂y2

)
dydτ ⩽

⩽
C7

4

N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

(∂2ui

∂y2

)2

dydτ + C9, C9 = const > 0.

В итоге, из (27), благодаря (28), (30) и (31), следует оценка

(32)
N∑
i=1

d∫
0

(∂ui

∂y

)2

dy +

N∑
i=1

t∫
0

d∫
0

(∂2ui

∂y2

)2

dydτ ⩽ C10, C10 = const > 0.

Наконец, интегрируя (26) по t, приходим к неравенствам

(33)
t∫

0

∣∣∣∣∣∣ ddτ
d∫

0

(∂ui

∂y

)2

dy

∣∣∣∣∣∣ dτ ⩽ C11, i = 1, . . . , N, C11 = const > 0.

4. Асимптотическое поведение решения при неограниченном
возрастании времени

Из (25) и (33) непосредственно следуют при t → +∞ сходимости

(34)
∥∥∥∥∂ui

∂y

∥∥∥∥
L2(0,d)

→ 0, i = 1, . . . , N.

Дифференцируя (5) по y и умножая на
∂ρ

∂y
, с использованием (29), получаем

оценку

(35)
t∫

0

∣∣∣∣∣∣ ddτ
d∫

0

(∂ρ
∂y

)2

dy

∣∣∣∣∣∣ dτ ⩽ C12, C12 = const > 0.

Следовательно, при t → +∞

(36)
∥∥∥∥∂ρ∂y

∥∥∥∥
L2(0,d)

→ 0.

Таким образом доказано (см. (23)), что в норме W 1
2 (0, d) при t → +∞

(37) ui → 0, i = 1, . . . , N, ρ → d.

Несложно проверить теперь, что такие же сходимости имеют место в эйлеро-
вых переменных в норме W 1

2 (0, 1).
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