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Àííîòàöèÿ. Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé,
åñëè öâåòîâîé ñîñòàâ îêðóæåíèÿ êàæäîé âåðøèíû îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ öâåòîì ýòîé âåðøèíû. Â ðàáîòå äàíà ïîëíàÿ õàðàêòåðè-
çàöèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ
áåñêîíå÷íîé öåïè íà ïàðîñî÷åòàíèå. Òàáë. 0, èë. 1, áèáëèîãð. 18.
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Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì îáûêíîâåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E) ñ
ìíîæåñòâàìè âåðøèí V è ðåáåð E. Ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà I =
{1, 2, . . . , k} áóäåì íàçûâàòü öâåòàìè. Ôóíêöèÿ φ : V → I íàçûâàåòñÿ
ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâM = (mij)

k
i,j=1, åñëè îíà

ñþðúåêòèâíà, è äëÿ âñåõ i è j äëÿ ëþáîé âåðøèíû öâåòà i êîëè÷åñòâî åå
ñîñåäåé öâåòà j ðàâíî mij .

Ïóñòü G è H � ïðîèçâîëüíûå ãðàôû. Ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì V (H)× V (G), è äâå âåðøèíû
(u1, u2) è (v1, v2) ñìåæíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà {u1, v1} ∈ E(H)
èëè u1 = v1 è {u2, v2} ∈ E(G), íàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì ïðîèç-

âåäåíèåì ãðàôîâ H íà G è îáîçíà÷àåòñÿ H · G. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ãðàô H · G íóæíî âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ: êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà H çàìåíèòü êîïèåé ãðàôà G (áëîêîì G); ïîñëå ÷åãî ñî-
åäèíèòü ðåáðàìè ïàðû âåðøèí èç ñîñåäíèõ áëîêîâ. Äëÿ ëåêñèêîãðàôè-
÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôîâ èñïîëüçóåòñÿ òàêæå òåðìèí êîìïîçèöèÿ

ãðàôîâ.
Áåñêîíå÷íîé öåïüþ C∞ íàçûâàåòñÿ ãðàô, ìíîæåñòâî âåðøèí êîòîðî-

ãî ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì öåëûõ ÷èñåë, äâå âåðøèíû u è v ñìåæíû,
åñëè |u − v| = 1. Ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå C∞ íà G íàçîâ¼ì
G-êðàòíîé áåñêîíå÷íîé öåïüþ.

Ïðèâåäåì äëÿ íàãëÿäíîñòè ñõåìû ëîêàëüíîãî ñòðîåíèÿ ãðàôîâ G è
C∞ ·G (ñì. ðèñ. 1).
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Ðèñ. 1. Ëîêàëüíîå ñòðîåíèå ãðàôîâ G (ñëåâà) è C∞ ·G (ñïðàâà)

Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà C∞ · G â öâåòà èç ìíîæåñòâà I =
{1, 2, . . . , k} ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîé ðàñêðàñêè
äîñòàòî÷íî óêàçàòü åå íàèìåíüøèé ïåðèîä. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñî-
âåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íûõ êðàòíûõ öåïåé ÿâëÿþòñÿ ãîìîìîðô-
íûì ïðîîáðàçîì ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíå÷íûõ ãðà-
ôîâ.

Âñþäó äàëåå ÷åðåç Mn îáîçíà÷àåòñÿ ãðàô ïàðîñî÷åòàíèÿ íà 2n âåð-
øèíàõ. Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè Mn-êðàòíîé öåïè.

Ðàíåå áûëè îïèñàíû ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè ãðàôîâ C∞ ·Kn è
C∞ · Kn äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî k [12], ãäå Kn è Kn � ïóñòîé è ïîëíûé
ãðàôû íà n âåðøèíàõ ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìàòðèâàåìûå ãðàôû ñîäåðæàò áåñêîíå÷íóþ öåïü â êà÷åñòâå ïîä-
ãðàôà. Áëèçêèìè â ýòîì ñìûñëå ê íèì ÿâëÿþòñÿ ãðàô ïðèçìû P∞, áåñ-
êîíå÷íûå öèðêóëÿíòíûå ãðàôû è òðàíçèòèâíûå ðåøåòêè.

Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà áåñêîíå÷íîé ïðèçìû â ïðîèçâîëüíîå
êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ ïåðå÷èñëåíû â [2].

Ïåðâûå ðåçóëüòàòû î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ
ïðèíàäëåæàò Ä. Á. Õîðîøèëîâîé [7,8]. Ñîâåðøåííûå 2-ðàñêðàñêè áåñêî-
íå÷íûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñ íàáîðîì äèñòàíöèé {1, 2, . . . , n} îõàðàê-
òåðèçîâàíû â [4], à ñ íàáîðîì {1, 3, . . . , 2n − 1} � â [14]. Â [3] ïîëó÷åíû
ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè òàêîãî ãðàôà ñ äèñòàíöèÿìè 1 è 2 â ïðîèçâîëü-
íîå êîíå÷íîå ÷èñëî öâåòîâ.

Â [6, 10] è [11] îïèñàíû ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ðåøåòêè G(Z2) â 2, 3 è k 6 9 öâåòîâ ñîîòâåòñòâåííî. Â [5]
è [16] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íîé ïðÿ-
ìîóãîëüíîé, òðåóãîëüíîé è ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòîê ñóùåñòâóåò ïåðèî-
äè÷åñêàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ñ òîé æå ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ.

Ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ äèñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíîé, åñëè
åå ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïðèâåñòè ê òðåõäèàãîíàëüíîìó âèäó. Äè-
ñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíûå ðàñêðàñêè ïðÿìîóãîëüíîé, òðåóãîëüíîé è ãåêñà-
ãîíàëüíîé ðåøåòîê ïåðå÷èñëåíû â [1, 18] è [9] ñîîòâåòñòâåííî.
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1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà C∞ ·Mn áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü òå æå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû, ÷òî è äëÿ öåïåé C∞ ·Kn è
C∞ ·Kn [12].

Îïèøåì êîíñòðóêöèþ, ïîðîæäàþùóþ øèðîêèé êëàññ ñîâåðøåííûõ
ðàñêðàñîê ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ H
íà G. Ðàññìîòðèì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ãðàôà H â k öâåòîâ

ψ : V (H)→ I

è ìíîæåñòâî Φ = {Φ1,Φ2, . . .Φk}. Ìíîæåñòâî Φi � íàáîð ñîâåðøåííûõ
ðàñêðàñîê ãðàôàG â öâåòà Ji ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâMi, ïðè÷åì Jp∩Jq =
∅ äëÿ p 6= q. Ê êàæäîìó áëîêó G ïðèìåíèì íåêîòîðóþ ðàñêðàñêó èç
ïðåäíàçíà÷åííîãî åìó ìíîæåñòâà. Ïîëó÷åííóþ ñòðóêòóðó íà ãðàôå H ·G
íàçîâåì äèçúþíêòíîé ðàñêðàñêîé è îáîçíà÷èì ψ · Φ(v1, v2).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 1. Äèçúþíêòíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà H ·G ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåí-
íîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äèçúþíêòíîé ðàñêðàñêå ψ · Φ(v1, v2) ðàññìîò-
ðèì äâå âåðøèíû � (u1, u2) è (w1, w2), òàêèå ÷òî ψ · Φ(u1, u2) = ψ ·
Φ(w1, w2).

Ïî îïðåäåëåíèþ äèçúþíêòíîé ðàñêðàñêè çàêëþ÷àåì: ψ(u1) = ψ(w1).
Èç òîãî, ÷òî âåðøèíû u1 è w1 â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå ψ ãðàôà H îêðà-
øåíû îäèíàêîâî, ñëåäóåò ñîâïàäåíèå öâåòîâîãî ñîñòàâà èõ îêðóæåíèÿ â
ýòîé ðàñêðàñêå. Çíà÷èò, ìóëüòèìíîæåñòâà öâåòîâ ñîñåäíèõ äëÿ u1 è w1

êîïèé ãðàôà G òîæå ñîâïàäàþò. Öâåòà ñìåæíûõ âåðøèí èç G-êîïèé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñàìèì u1 è w1, ñîâïàäàþò, ò.ê. ðàñêðàñêè ýòèõ êî-
ïèé ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè c îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ
M = Mψ(u1) = Mψ(w1). Òàêèì îáðàçîì, öâåòîâîé ñîñòàâ îêðóæåíèÿ âåð-
øèí (u1, u2) è (w1, w2) ñîâïàäàåò, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàñêðàñêà ψ ·Φ(v1, v2)
ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé.

Äèçúþíêòíàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ðàñêðàñîê âïåðâûå îïèñàíà â [12]. Â
íàñòîÿùåé ðàáîòå îíà ñôîðìóëèðîâàíà â áîëåå îáùåì âèäå.

Â ñòàòüå èçó÷àþòñÿ ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà C∞ ·Mn. Îêàçà-
ëîñü, ÷òî âñå îíè èñ÷åðïûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè ñîâåðøåííûìè ðàñêðàñ-
êàìè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ãðàôà C∞ · Kn íà E. Îñíîâ-
íàÿ òðóäíîñòü â äîêàçàòåëüñòâå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà � ïîêàçàòü, ÷òî
íåäèçúþíêòíûõ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ó ãðàôà íåò.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåäèçúþíêòíûõ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà
C∞ ·Mn áóäåì ïðèìåíÿòü òåõíèêó îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ öâåòîâ,
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êîòîðàÿ ðàíåå èñïîëüçîâàëàñü äëÿ èçó÷åíèÿ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê áåñ-
êîíå÷íîé ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè [5], à òàêæå äëÿ áåñêîíå÷íûõ öåïåé
êðàòíûõ ãðàôàì Kn è Kn [12].

Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ è èäåþ ýòîãî ìåòîäà. Ïóñòü G
� ðåãóëÿðíûé ãðàô, è φ : V → I � åãî ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà. Öâåòà
i è j â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå φ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè (i ∼ j),
åñëè ïîñëå èõ îòîæäåñòâëåíèÿ ðàñêðàñêà îñòàåòñÿ ñîâåðøåííîé. Â [12]
äîêàçàíî, ÷òî òàêîå îòíîøåíèå íà ìíîæåñòâå I ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì
ýêâèâàëåíòíîñòè.

Îïåðàöèÿ îòîæäåñòâëåíèÿ öâåòîâ â êëàññàõ ýêâèâàëåíòíîñòè ôàêòîð-
ìíîæåñòâà I/ ∼ íàçûâàåòñÿ ñêëåèâàíèåì. Ðàñêðàñêà, ïîëó÷åííàÿ ïîñëå
ñêëåèâàíèÿ öâåòîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè φ, íàçûâàåòñÿ ðåäóöèðîâàí-

íîé ðàñêðàñêîé è îáîçíà÷àåòñÿ φ̂. Îòìåòèì, ÷òî φ̂ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé
ðàñêðàñêîé. Êðîìå òîãî, îíà ìîæåò ñîäåðæàòü ýêâèâàëåíòíûå öâåòà, ò.å.
ê íåé ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü îïåðàöèþ ñêëåèâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ðàñêðàñêó φ. Ðàñùåïëåíèåì φ íàçîâåì ñîâåð-
øåííóþ ðàñêðàñêó ψ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ φ = ψ̂.

Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà îáúåäèíåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ öâåòîâ âêëþ÷àåò â
ñåáÿ äâà ýòàïà. Íà ïåðâîì ýòàïå ñëåäóåò îïèñàòü âñå ðåäóöèðîâàííûå
ðàñêðàñêè ãðàôà G, à íà âòîðîì � ïîëó÷èòü âñå èõ äîïóñòèìûå ðàñùåï-
ëåíèÿ.

2. Ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè Mn-êðàòíîé öåïè

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå ãðàôîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé. Òàê êàê Mn = Kn · E, ãäå E � ãðàô,
ñîñòîÿùèé èç îäíîãî ðåáðà, òî C∞ ·Mn = (C∞ · Kn) · E. Èññëåäóåìûé
ãðàô, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äâóìÿ ñïîñîáàìè â âèäå
ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìíîæèòåëåé. Äëÿ ïðåäñòàâëå-
íèÿ C∞ ·Mn áëîêàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðîñî÷åòàíèÿ Mn, à äëÿ (C∞ ·Kn) ·E �
ðåáðà E.

Ð¼áåðíîìîíîõðîìíîé íàçîâåì ñîâåðøåííóþ ðàñêðàñêó ãðàôà (C∞ ·
Kn) · E, åñëè âåðøèíû êàæäîãî áëîêà E â íåé îêðàøåíû îäèíàêîâî.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 2. Ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ãðàôîâ C∞ ·Kn íà E ÿâëÿþòñÿ ð¼áåðíîìîíîõðîìíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé áëîê E ãðàôà (C∞ ·Kn) ·
E. Îêðóæåíèÿ êîíöîâ òàêîãî ðåáðà îòëè÷àþòñÿ â òî÷íîñòè íà ýòè âåð-
øèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå φ îíè îêðàøåíû ýêâè-
âàëåíòíûìè öâåòàìè. Çíà÷èò, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ñêëåèâàíèÿ ê
φ âåðøèíû òàêîãî áëîêà E îêàæóòñÿ ñîöâåòíûìè, èç ÷åãî íåìåäëåííî
ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Ëåììà 3 è òåîðåìà 1 îïèñûâàþò âñå ð¼áåðíîìîíîõðîìíûå ðàñêðàñêè
èññëåäóåìîãî ãðàôà.

Ëåììà 3. Ïðè n > 2 ð¼áåðíîìîíîõðîìíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè
ãðàôà C∞ ·Mn íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíîîäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ñîâåð-
øåííûìè ðàñêðàñêàìè Kn-êðàòíîé öåïè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ãðàô C∞ ·Kn ìîæíî ïîëó÷èòü èç ãðàôà
C∞ ·Mn ñòÿãèâàíèåì ðåáåð â ïàðîñî÷åòàíèÿõ, òî ð¼áåðíîìîíîõðîìíîé
ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå ãðàôà C∞ ·Mn ñîîòâåòñòâóåò ñîâåðøåííàÿ ðàñ-
êðàñêà C∞ ·Kn, â êîòîðîé âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü êàæäîãî öâåòà ìåíüøå íà
1.

Ïîëíîå îïèñàíèå ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê Kn-êðàòíîé öåïè ïîëó÷åíî
â [12]. Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ, ÷òîáû åãî çäåñü ïðèâåñòè.

Ïîëóðàñêðàñêà äâóäîëüíîãî ãðàôà C∞ · Kn � ýòî ðàñêðàñêà âåðøèí
îäíîé åãî äîëè. Ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà Kn-êðàòíîé öåïè íàçûâàåòñÿ
äâóäîëüíîé, åñëè ìíîæåñòâà öâåòîâ åãî ïîëóðàñêðàñîê íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìíîæåñòâà öâåòîâ ñîâïàäàþò, è ñîâåðøåííàÿ ðàñ-
êðàñêà íàçûâàåòñÿ íåäâóäîëüíîé.

Èòàê, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. (Ò. 1 â [12])
Cîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà C∞ · Kn èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

ñïèñêîì:
1. äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè;
2. íåäèçúþíêòíûå äâóäîëüíûå ðàñêðàñêè, ïîëó÷åííûå ñîïðÿæåíèåì

ïðîèçâîëüíûõ 2-ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëóðàñêðàñîê;
3. íåäèçúþíêòíûå íåäâóäîëüíûå ðàñêðàñêè, ïîëó÷åííûå ñîïðÿæåíè-

åì ñîãëàñîâàííûõ 2-ïåðèîäè÷åñêèõ ïîëóðàñêðàñîê.

Ðåäóöèðîâàííûå ðàñêðàñêè Mn-êðàòíîé öåïè ïîëó÷àþòñÿ èç ñîâåð-
øåííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà C∞ ·Kn çàìåíîé êàæäîé âåðøèíû íà ðåáðî ñ
êîíöàìè òîãî æå öâåòà.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îñòàåòñÿ îõàðàêòå-
ðèçîâàòü íåäèçúþíêòíûå ðàñùåïëåíèÿ ð¼áåðíîìîíîõðîìíûõ ðàñêðàñîê
ãðàôà (C∞ ·Kn) · E.

3. Íåäèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà (C∞ ·Kn) · E.

Âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. Íåäèçúþíêòíûå ðàñêðàñêè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ ãðàôà C∞ ·Kn íà E ïðè n > 2 íå ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè.
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Äîêàçûâàòü òåîðåìó 2 áóäåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåäèçú-
þíêòíûå ðàñùåïëåíèÿ ðåäóöèðîâàííûõ ðàñêðàñîê ãðàôà (C∞ ·Kn) · E,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè íåð¼áåðíîìîíîõðîìíûìè ðàñêðàñêà-
ìè. Ðàññìîòðèì ðàñêðàñêó ñ òàêèì ñâîéñòâîì â ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî
öâåòîâ � ψ, íàçîâåì å¼ ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñêîé.

Áëîê E, âåðøèíû êîòîðîãî îêðàøåíû öâåòàìè x è y, ãäå x è y íå
îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå, áóäåì íàçûâàòü (xy)-ðåáðîì.

Â ëåììå 4 ïðèâåäåíî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîé êîíòð-
ðàñêðàñêè ψ.

Ëåììà 4. Ìèíèìàëüíàÿ êîíòððàñêðàñêà ψ ñîäåðæèò áëîêè-ð¼áðà
(aa) è (ab) äëÿ íåêîòîðîãî b 6= a è íå ñîäåðæèò áëîêîâ-ð¼áåð (ac) è
(bc) äëÿ c 6= a è c 6= b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåäèçúþíêòíîñòü ðàñùåïëåíèÿ îçíà÷àåò íàëè÷èå
â ψ̂ äâóõ ìîíîõðîìíûõ (aa)-ð¼áåð, ðàñêðàñêè êîòîðûõ â ψ íå ñîâïàäàþò.
Êîíöû îäíîãî èç ýòèõ ð¼áåð îêðàøåíû â ψ ðàçíûìè öâåòàìè â ñèëó å¼
íåð¼áåðíîìîíîõðîìíîñòè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî
ðàñêðàñêà (ab) (a 6= b). Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè [a] ôàêòîð-ìíîæåñòâà
öâåòîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè ψ íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ, îòëè÷íûõ îò
a è b. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îòîæäåñòâèì èõ ñ a è ïîëó÷èì ïðîòèâîðå-
÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ ψ. Òàêèì îáðàçîì, íåäèçúþíêòíîñòü íåð¼áåðíî-
ìîíîõðîìíîãî ðàñùåïëåíèÿ ψ îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå ïðèñóòñòâèå â íåé
áëîêîâ-ð¼áåð (aa) è (ab) (è/èëè (bb) è (ab)), à ìèíèìàëüíîñòü ψ âëå÷¼ò
îòñóòñòâèå áëîêîâ-ð¼áåð (ac) è (bc) äëÿ c 6= a è c 6= b.

Â ëåììàõ 5 � 8 äîêàçàíû ñâîéñòâà ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñêè ψ.

Ëåììà 5. Åñëè áëîê E â ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñêå íå ñîäåðæèò
âåðøèí öâåòà a è b, òî åãî êîíöû ñîöâåòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü êîíöû íåêîòîðî-
ãî ðåáðà â áëîêå-ïàðîñî÷åòàíèè îêðàøåíû öâåòàìè i è j, îòëè÷íûìè îò
a è b è äðóã îò äðóãà.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ëåììå 2, öâåòà i è j ýêâèâàëåíòíû. Îòîæ-
äåñòâèâ èõ, ïîëó÷èì êîíòððàñêðàñêó, êîëè÷åñòâî öâåòîâ â êîòîðîé íà
1 ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîé. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ èñõîäíîé
êîíòððàñêðàñêè. Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî.

Çíà÷åíèå ïàðàìåòðàmii áóäåì íàçûâàòü âíóòðåííåé ñòåïåíüþ öâåòà

i.

Ëåììà 6. Äëÿ ïàðàìåòðîâ ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñêè âåðíî ðà-
âåíñòâî: mba = maa + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì (ab)-ðåáðî â ìèíèìàëüíîé êîíòððàñ-
êðàñêå ψ. Ñðàâíèâàÿ öâåòîâûå ñîñòàâû îêðóæåíèé åãî êîíöîâ, ïîëó÷èì
òðåáóåìîå.

Ëåììà 7. Åñëè Mn-áëîê â ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñêå ñîäåðæèò
(aa)-ðåáðî, òî âñå åãî ýëåìåíòû ÿâëÿþòñÿ (aa)-ðåáðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì â òàêîé ðàñêðàñêåMn-áëîê ñ ðåáðîì
(aa). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ýòîì áëîêå åñòü âåðøèíà öâåòà c, îòëè÷íîãî îò
a. Íàëè÷èå â íåì ðåáåð òèïà (ac) ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ â îêðóæåíèè
âåðøèí öâåòà a, à íàëè÷èå ðåáåð òèïà (bc) ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ
ëåììû 6.

Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 5 âåðøèíà öâåòà c ïðèíàäëåæèò ðåáðó (cc). Çà-
ìåòèì, ÷òî a ∼ c. Ïðè îòîæäåñòâëåíèè öâåòîâ a è c ïîëó÷èì êîíòððàñ-
êðàñêó â ìåíüøåå êîëè÷åñòâî öâåòîâ. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìûéMn-áëîê ñîñòîèò ñïëîøü èç ðåáåð òèïà (aa).

Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ Mn-áëîêîâ ñ (bb)-ðåáðîì. Áó-
äåì íàçûâàòü òàêèå Mn-áëîêè áëîêàìè (aa) è (bb) òèïîâ.

Ëåììà 8. Âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü öâåòà a â ìèíèìàëüíîé êîíòððàñêðàñ-
êå íå ìåíüøå 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó áëîêà (aa) òèïà åñòü ñîñåä-áëîê, ñîäåðæàùèé
âåðøèíó öâåòà b, ò.ê. â îêðóæåíèè a-îêðàøåííîé âåðøèíû äîëæíà áûòü
âåðøèíà òàêîãî öâåòà. Çíà÷èò, âåðíîmba > 2n. Â ñèëó ëåììû 6 è óñëîâèÿ
n > 2 ïîëó÷àåì: maa > 3.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Mn-áëîê (aa) òèïà èìååò ñîñåäîì ïàðîñî÷åòàíèå
ñ âåðøèíîé öâåòà a. Îêðåñòíîñòü òàêîé âåðøèíû ñîäåðæèò öåëûé áëîê-
ïàðîñî÷åòàíèå òîëüêî ñ ðåáðàìè (aa), à çíà÷èò, íå ìåíåå 2n âåðøèí öâåòà
a. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîñëå òîãî, êàê âñå íåîáõîäèìûå âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ ñôîð-
ìóëèðîâàíû è äîêàçàíû, ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èòàê, ïîêàæåì, ÷òî â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå ãðà-
ôà (C∞ ·Kn)·E ðåáðà (aa) è (ab) íå ìîãóò îäíîâðåìåííî áûòü ýëåìåíòàìè
íåêîòîðûõ áëîêîâ-ïàðîñî÷åòàíèé.

ÐàññìîòðèìMn-áëîê, â êîòîðîì åñòü ðåáðî (ab). Â ñèëó ëåììû 8 òàêîé
áëîê ëèáî îêðóæåí ñ äâóõ ñòîðîí áëîêàìè-ïàðîñî÷åòàíèÿìè, ñîñòîÿùèìè
òîëüêî èç ðåáåð (ab), ëèáî èìååò õîòÿ áû îäíèì ñîñåäîì áëîê (aa) òèïà.

Ïåðâûé âàðèàíò ïðèâîäèò íàñ ê ñòðóêòóðå íà ãðàôå (C∞ ·Kn) · E, â
êîòîðîé ðåáðàì âñåõ ïàðîñî÷åòàíèé ñîîòâåòñòâóå ðàñêðàñêà (ab). Òàêàÿ
ñòðóêòóðà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé.
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Ïîêàæåì, ÷òî âòîðîé âàðèàíò òàêæå ïðîòèâîðå÷èâ. Äëÿ ýòîãî ïîñëå-
äîâàòåëüíî ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ: êîãäà âíóòðåííÿÿ ñòåïåíü öâåòà a
ðàâíà 2n, 2n+ 1 è 2n+ t äëÿ 2 6 t 6 2n.

Ñëó÷àé maa = 2n. Ó áëîêà (aa) òèïà íå ìîæåò áûòü òàêîãî æå ñîñåäà.
Èíà÷å maa > 2n+1. Çíà÷èò, ó åãî ñîñåäåé-áëîêîâ ïî n è n−1 ðåáåð òèïà
(ab). Ðåáðî îòëè÷íîå îò (ab) â ïîñëåäíåì îêðàøåíî (cc) (c 6= a, c 6= b)
â ñèëó ëåììû 5. Â îêðåñòíîñòè a-îêðàøåííîé âåðøèíû èç áëîêà òèïà
(aa) ñîäåðæèòñÿ 2n− 1 âåðøèíà öâåòà b. Çíà÷èò, âòîðûì ñîñåäîì áëîêà
ñ (n − 1)-ì ðåáðîì (ab) è îäíèì ðåáîì (cc) ÿâëÿåòñÿ áëîê (bb) òèïà. Â
îêðóæåíèè âåðøèí öâåòà a èç áëîêà òèïà (aa) åñòü c-îêðàøåííàÿ âåðøè-
íà, à ó âåðøèí öâåòà a èç áëîêà ñ ðåáðàìè (ab) è (cc) � íåò. Ïîëó÷èëè
ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé maa = 2n + 1. Òåïåðü ðàññìîòðèì Mn-áëîê ñ ðåáðîì (ab).
Îäèí èç åãî ñîñåäåé-áëîêîâ áóäåò òèïà (aa). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî-
ëó÷èì maa < 2n + 1. Ó ýòîãî áëîêà-ïàðîñî÷åòàíèÿ òèïà (aa) îáà ñîñåäà
ñîñòîÿò èç n ðåáåð òèïà (ab). Èíà÷åmaa 6= 2n+1. Çíà÷èò, îêðóæåíèå âåð-
øèíû öâåòà a èç Mn-áëîêà òèïà (aa) ñîäåðæèò ðîâíî 2n b-îêðàøåííûõ
âåðøèí. Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðûì ñîñåäîì áëîêà ñ (ab) ðåáðàìè ÿâëÿåòñÿ
áëîê òèïà (bb). Òîãäà äëÿ âåðøèíû öâåòà a â òàêîì áëîêå âåðíîmaa = 2n.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé maa = 2n+t (2 6 t 6 2n). Âíîâü ðàññìîòðèì áëîê-ïàðîñî÷åòà-
íèå ñ ðåáðîì (ab). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî îäèí åãî ñîñåä � áëîê òèïà (aa), à âòîðîé ñîñåä ñîñòîèò èç t
ðåáåð (ab) è (n− t) ðåáåð ñ âåðøèíàìè îòëè÷íûõ îò a è b öâåòîâ. Â ñâîþ
î÷åðåäü, ó áëîêà-ïàðîñî÷åòàíèÿ òèïà (aa) îäèí èç ñîñåäåé òîãî æå òèïà,
à âòîðîé ñîäåðæèò (t − 1) ðåáðî (ab) è (n − t + 1) ðåáðî ñ âåðøèíàìè
öâåòîâ îòëè÷íûõ îò a è b. Ïîñëåäíåå çàìå÷àíèå âåðíî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ
èñõîäíîãî Mn-áëîêà ñ (ab)-ðåáðîì. Ðàññìîòðèì a-îêðàøåííóþ âåðøèíó
åãî ñîñåäà-áëîêà ñ t ðåáðàìè (ab) òèïà. Äëÿ íåå âåðíî: maa 6 2n+ t− 1.
Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî ðåáðà (aa) è (ab) íå ìîãóò áûòü îäíî-
âðåìåííî ýëåìåíòàìè íåêîòîðûõ Mn-áëîêîâ â ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå.

Çíà÷èò, íåäèçúþíêòíûå ðàñêðàñêè ãðàôà (C∞ ·Kn) · E íå ÿâëÿþòñÿ
ñîâåðøåííûìè.

Ïîäâåäåì èòîã âûïîëíåííîãî èññëåäîâàíèÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3. Äëÿ n > 2 cîâåðøåííûå ðàñêðàñêè Mn-êðàòíîé öåïè
èñ÷åðïûâàþòñÿ äèçúþíêòíûìè ðàñêðàñêàìè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ãðàôîâ C∞ ·Kn íà E.
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Ñëó÷àé n = 1 äëÿMn-êðàòíîé öåïè íàõîäèòñÿ çà ðàìêàìè òåîðåìû 3.
Äëÿ n = 1 âåðíî C∞ ·M2 = C∞ ·K2. Ñëåäîâàòåëüíî, îí çàêðûâàåòñÿ òåî-
ðåìîé 4 (ñì. [12]), õàðàêòåðèçóþùåé ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêèKn-êðàòíîé
öåïè.

Òåîðåìà 4. (Ò. 2 â [12])
Cîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ãðàôà C∞ · Kn èñ÷åðïûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

ñïèñêîì:
1. äèçúþíêòíûå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè;
2. íåäèçúþíêòíûå 3-ïåðèîäè÷åñêèå ðàñêðàñêè.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåïè êðàòíîé ïàðîñî÷åòàíèþ Mn îïèñàíû âñå
ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè â êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ.

Çàêëþ÷åíèå

Ìíîãèå çàäà÷è àëãåáðàè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè ìîæíî ðåøàòü ñ ïîìî-
ùüþ êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì. Íàïðèìåð, Ä. Ñ. Êðîòîâûì ïåðå÷èñëåíû
ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà âñå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ðåøåòêè â k öâåòîâ äëÿ k 6 9 [11]. Â ñâîþ î÷åðåäü, Â. Ä. Ïëàê-
ñèíà è Ï. À. Ùåðáèíà ñîçäàëè ïðîãðàììó äëÿ îïèñàíèÿ ñîâåðøåííûõ
4-ðàñêðàñîê áåñêîíå÷íûõ öèðêóëÿíòíûõ ãðàôîâ ñî ñïëîøíûì íàáîðîì
äèñòàíöèé [15]. Ïðîãðàììà íàøëà êîíòðïðèìåð ê ãèïîòåçå Î. Ã. Ïàðøè-
íîé î âîçìîæíîé õàðàêòåðèçàöèè ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê òàêèõ ãðàôîâ
â ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî öâåòîâ [13].

Ïóñòü G � áåñêîíå÷íûé ãðàô. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìîâ, êîòîðûå
èùóò ñðåäè åãî ðàñêðàñîê â k öâåòîâ ñîâåðøåííûå, ñòðåìèòåëüíî ðàñòåò
ñ ðîñòîì k. Êðîìå òîãî, äàæå äëÿ íåáîëüøèõ k èíòåðåñíî íå òîëüêî ïå-
ðå÷èñëèòü âñå òàêèå ðàñêðàñêè, íî è ïîëó÷èòü èõ êëàññèôèêàöèþ. Òåì
áîëüøóþ öåííîñòü ïðèîáðåòàþò ðåçóëüòàòû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ñî-
âåðøåííûå ðàñêðàñêè áåñêîíå÷íûõ ãðàôîâ â ïðîèçâîëüíîå êîíå÷íîå ÷èñ-
ëî öâåòîâ [2,3,12]. Â äàííîé ðàáîòå îïèñàíû âñå ñîâåðøåííûå k-ðàñêðàñêè
ãðàôà C∞ ·Mn äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ k è n.
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