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Введение

При обработки множеств нетривиальной геометрии в теории управ-
ления и дифференциальных играх [1,2], а также при решении широкого
спектра практических задач, в частности, задач логистики [3], требу-
ется выполнять аппроксимацию множеств наборами унинифицирован-
ных элементов. Одним из подходов к решению проблемы аппроксимации
плоского компактного множества является оптимальная упаковка кру-
гов равного радиуса. В наиболее распространенной постановке задача
о построении оптимальной упаковки сводится к нахождению набора из
заданного числа конгруэнтных кругов, которые вложены в рассматрива-
емое множество и не пересекаются попарно по своим внутренним точкам.
Критерием оптимальности выбрана максимизация радиуса кругов. Ра-
нее авторы изучали данную проблему для выпуклых фигур [4,5], но осо-
бенно сложной и в то же время актуальной, является задача упаковки
для невыпуклых множеств, см. например, [6, 7]. В данной статье раз-
виты методы и предложены численные алгоритмы, использующие вы-
явленные свойства негладкой функции, равной максимальному радиусу
круга, который может быть расположен с центром в заданной точке,
не пересекаясь по внутренним точкам с другими кругами и не выходя
за пределы заданной фигуры. В основе методов и численных процедур
лежат конструкции субдифференциального исчисления в смысле выпук-
лого анализа [8, 9].

∗)Исследование Лебедева П.Д. и Ушакова В.Н. поддержано грантом РНФ, проект
№ 19-11-00105.
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1. Постановка задачи

Пусть задано компактное односвязное множество M ⊂ R2, в общем
случае невыпуклое. Будем рассматривать множества, состоящие из кру-
гов O(s, r) , {x ∈ R2 : ‖x− s‖ 6 r}, радиус которых r > 0.

Определение 1. Будем называть упаковкой Un в множество M на-
бор O(s1, r), O(s2, r), . . . , O(sn, r) из n ∈ N кругов равного радиуса r > 0,
такой что выполняются условия

∀i = 1, n O(si, r) ⊆ M (1)

и

∀i = 1, n, ∀j = 1, n (i 6= j) ⇒ intO(si, r) ∩ intO(si, r) = ∅, (2)

где int(·) означает объединение внутренних точек множества.

Задача 1. Пусть задано компактное односвязное множество M и на-
туральное число n. Требуется найти упаковку U∗

n в M при максимально
возможном радиусе r кругов.

В качестве дуальной задачи часто рассматривается задача о нахож-
дении упаковки при максимально возможном числе элементов n, но при
фиксированном r > 0.

Обозначим Sn набор центров кругов упаковки. Заметим, что если n >
1 и выполняется вложение Sn ⊂ M, то максимальный радиус кругов
упаковки с центрами в точках из Sn ⊂ M равен

RM (S) = min
i=1,n

ϕ(i)(si), (3)

где

ϕ(i)(si) , min
�
0.5ρ(x, S(i)

n ), ρ(x, ∂M)
�
, i = 1, n, (4)

S
(i)
n , Sn \ {si}, ∂M означает границу множества M, ρ (x,M) , min

m
‖x−

m‖ — евклидово расстояние от точки x до замкнутого множества M.

Функции ϕ(i) i = 1, n, можно считать характеристическими в задаче
1, поскольку они определяют максимально возможный радиус кругов с
центрами в точках их текущего массива.

Задача 1 сводится к нахождению массива точек S, для которого ми-
нимально значение величины (3).

2. Методы решения задачи

В большинстве случаев решение задачи об оптимальной упаковке
можно найти только численными методами. Одним из путей являет-
ся пошаговое изменение координат некоторого начального массива S(0)
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центров элементов упаковки. При этом основным их элементом служит
максимизация значения функций 4 в точках si, i = 1, n.

Определение 2. [8, c. 37, 38] Супердифференциалом функции u(x)
с областью определения X ⊆ R2 в точке x ∈ intX называется выпуклое
компактное множество D+u(x) в R2, для которого выполняется равен-
ство

D+u(x) =
¦
s ∈ R2 : 〈s, f〉 − d+u(x, f) > 0 ∀f ∈ R2

©
,

где

d+u(x, f) , lim
ε→0,ε>0

sup
¦
δ−1[u(x + δf ′)− u(x)] : δ ∈ (0, ε), ‖f − f ′‖

©
,

〈·, ·〉 означает скалярное произведение векторов.

Если для функции u(x) в точке x0 определен супердифференциал, то
это значит, что график функции в некотором смысле хорошо аппрокси-
мируется минимумом по набору линейных функций. В частности, про-
изводная

du(x)
dg

�����
x=x0

, lim
ε→0,ε>0

u(x0 + εg)− u(x0)
ε

функции u(x) по направлению g 6= 0,0 в точке x0 равна

du(x)
dg

���
x=x0

= min{〈g,d〉 : d ∈ D+u(x0)}. (5)

Подробнее свойства супердифференциала описаны, например в [9].

Определение 3. Множеством значимых точек Ω(x, S
(i)
n ,M) для функ-

ции ϕ(i)(·) в точке x ∈ M назовем

Ω(x, S(i)
n ,M) = {sj ∈ S(i)

n : ‖sj − si‖ = 2ϕ(i)(x)}∪
∪{m ∈ ∂M : ‖m− si‖ = ϕ(i)(x)}.

По сути значимые точки есть либо центры тех элементов упаковки,
которые граничат с кругом O(x, ϕi(x)), либо точки границы фигуры M,
которые лежат на окружности O(x, ϕi(x)).

В работах [4, 5] исследованы дифференциальные свойства функции
ϕ(i)(x) в тех точках x ∈ M, для которых x /∈ Ω(x, S

(i)
n ,M). Из опреде-

ления 3 следует, что в них и только в них ϕ(i)(x) отлична от нуля. По-
казано, что в этом функция ϕ(i)(x) в окрестностях этих точек локально
вогнутая, ее супердифференциал

D+ϕ(i)(x) = co
�
Φ(x, S(i)

n ,M)
�
, (6)
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где

Φ(x, S(i),M) ,
 {x} − �S(i)

n ∩ Ω(x, S
(i)
n ,M)

�
4ϕ(i)(x)

!
∪ {x} − �∂M ∩ Ω(x, S

(i)
n ,M)

�
ϕ(i)(x)

!
, (7)

где co(M) — выпуклая оболочка множества M.

Лемма 1. Пусть задана точка x∗ ∈ M при некотором фиксированном
массиве S

(i)
n . Если

x∗ /∈ co Ω(x∗, S(i)
n ,M), (8)

то в точке x∗ ∈ M определен супердифференциал D+ϕ(i)(x∗) и

0 /∈ D+ϕ(i)(x∗), (9)

где 0 , (0, 0).

Доказательство. Допустим (8) для некоторой точки x∗ ∈ M вы-
полняется, а (9) нет. Тогда исходя из формулы (6) во множестве найдется
конечное число k векторов {fj}k

j=1 ⊆ Φ(x∗, S(i)
n ,M), таких, что 0 пред-

ставим как их выпуклая комбинация. Тогда можно записать равенство

0 =
kX

j=1

αjfj , (10)

в котором для коэффициентов αj , j = 1, k выполняется равенство
kX

j=1

αj = 1

и неравенства
∀j = 1, k αj > 0.

По построению во множестве Ω(x∗, S(i)
n ,M) для каждого вектора fj ∈

Φ(x∗, S(i)
n ,M) найдется такой вектор gj ∈ Ω(x∗, S(i)

n ,M), что

gj − x∗ = βjfj ,

где βj может быть равно или ϕ(i)(x∗) или 4ϕ(i)(x∗), но в любом случае
является положительным числом. Поэтому с учетом (10) можно записать

0 =
kX

j=1

αj(gj − x∗)
βj

(11)
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Разделив обе части равенства на Σk
j=1

αj

βj
получим,

0 =
kX

j=1

λj(gj − x∗), λj =
αj

βj
/Σk

j=1

αj

βj
, j = 1, k,

где для коэффициентов λj , j = 1, k справедливо

Σk
j=1λj = 1

и
∀j = 1, k λj > 0.

Перенеся слагаемые с x в левую часть равенства (11), запишем

Σk
j=1λjx∗ =

kX
j=1

λjgj .

Значит,

x∗ =
kX

j=1

λjgj ,

то есть точка x∗ может быть представлена как выпуклая комбинация
элементов множества Ω(x∗, S(i)

n ,M). Получилось противоречие. Значит,
выполняется (9).

Определение 4. Проекцией π(a,M) точки a на выпуклое компакт-
ное множество M называется ближайшая к a в евклидовой метрике точ-
ка из M.

Заметим, что если множество B не выпуклое, то ближайших к a точек
может быть более одной, но в случае выпуклого множества она всегда
единственна согласно теореме Моцкина (см. [10]).

Теорема 1. Если для точки x∗ ∈ M выполняется условие (8), то
среди всех векторов из окружности ∂O(0, 1) есть ровно один g∗, такой,
что

dϕ(i)(x)
dg∗

���
x=x∗

= max
¨

dϕ(i)(x)
dg

���
x=x∗

: g ∈ ∂O(0, 1)
«

> 0. (12)

При этом

g∗ =
π
�
0, D+ϕ(i)(x∗)

�


π�0, D+ϕ(i)(x∗)
�


 . (13)
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Доказательство. Прежде всего заметим, что из (8) согласно лемме
1 следует

π
�
0, D+ϕ(i)(x∗)

�
6= 0.

Значит, 


π�0, D+ϕ(i)(x∗)
�


 > 0,

и правая часть выражения (13) определена.
Покажем, что производная по направлению g∗ равна

dϕ(i)(x)
dg∗

���
x=x∗

= ‖d∗‖ , (14)

где мы обозначили d∗ = π
�
0, D+ϕ(x∗)

�
. Действительно, с одной стороны

в супердифференциале есть точка d∗ ∈ D+u(x∗), поэтому исходя из фор-
мулы (5) и выражения (13), гарантирующего, что угол между векторами
g∗ и d∗ равен нулю, можно записать

dϕ(i)(x)
dg∗

���
x=x∗

6 〈g∗,d∗〉 = ‖g∗‖ · ‖d∗‖ cos 0 = ‖d∗‖. (15)

С другой стороны покажем, что в супердифференциале не может точки
d0, такой, что

〈g∗,d0〉 < 〈g∗,d∗〉.
Рассмотрим прямую Λ, проходящую через точки 0 и d∗, а значит па-
раллельно вектору g∗ Из неравенства (17) следует, что ортогональная
проекция d0 на прямую Λ лежит от точки d∗ с той же стороны, что и
начало координат. Поэтому для угла между векторами d0 − d∗ и −d∗
справедлива оценка

∠(d0 − d∗,−d∗) <
π

2
.

Значит на отрезке [d0,d∗] можно найти в достаточно малой окрестности
точки d∗ точку bd0, которая лежит ближе к началу координат, чем d∗. в то
же время супердифференциал функции — выпуклое множество (см. [9]).
Следовательно выполняется включениеbd0 ∈ [d0,d∗] ⊂ D+u(x∗).

Значит, точка d∗ не является в множестве D+u(x∗) ближайшей к нача-
лу координат. Это противоречит определению проекции 4. Полученное
противоречие доказывает истинность неравенства

dϕ(i)(x)
dg∗

���
x=x∗

> 〈g∗,d∗〉. (16)

Из неравенств (15) и (16) вытекает равенство (14).
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Покажем, что для любого вектора g ∈ ∂O(0, 1) при g 6= g∗ имеет
место

dϕ(i)(x)
dg

���
x=x∗

< 〈g∗,d∗〉. (17)

Обозначим α = ∠(g∗,g) угол между векторами g и g∗, по условию α ∈
(0, π]. Из формулы (5) вытекает оценка

dϕ(i)(x)
dg

���
x=x∗

〈g,d∗〉 = ‖g‖ · ‖d∗‖ cosα = ‖d∗‖ cosα < 1,

которая совпадает с (17).
Из равенства (14) и неравенства (17) (которое выполняется для всех

векторов g при ‖g‖ = 1 и g 6= g∗) следует формула (12).

Замечание 1. Супердифференциал D+ϕ(x∗) совпадает с выпуклой
оболочкой множества Φ(x∗, S(i)

n , M), определенного по формуле (7). По-
этому ближайший к начало координат вектор в нем d∗ ∈ D+ϕ(x∗) найти
относительно легко. Это либо один из векторов f∗ ∈ Φ(x∗, S(i)

n ,M), либо
ортогональная проекция точки 0 на отрезок [f ,bf ], где f ,bf ∈ Φ(x∗, S(i)

n ,M).

3. Численная реализация алгоритмов

Для поэтапного увеличения величины RM (Sn) авторами реализован
алгоритм, который имитирует отталкивание точки si от ближайших к
ней элементов из S

(i)
n и от границы ∂M невыпуклого компакта M . Он

опирается на теорему 1 и реализует процедуру итеративного приближе-
ния центра элемента упаковки si к точке локального максимума характе-
ристической функции ϕ(i)(·). Алгоритм следует отнести к схемам числен-
ной оптимизации на базе супер- и субградиентных методов, аналогичных
тем, которые использовались в [11]. Похожие алгоритмы рассмотрены,
например, в [13,14].

Пусть на шаге работы алгоритма с номером k массив центров элемен-
тов упаковки равен Sn. Поскольку каждая из функций ϕ(i)(x), i = 1, n

супердифференцируема на множестве M (кроме точек ∂M и S
(i)
n ), то для

вычисления координат точки в новом массиве центров можно использо-
вать метод суперградиентного подъема, аналогичный методу субгради-
ентого спуска. Для этого сначала во каждой точках si ∈ Sn вычисляется
супердифференциал D+ϕ(i)(si) по формуле (6). Затем строится массив
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{gi}n
i=1 векторов, ориентированных по направлению максимального ро-

ста ϕ(i)(x), i = 1, n по формуле

gi =

8><>: π
�
0, D+ϕ(i)(si)

�


π�0, D+ϕ(i)(si)
�


 ,0 ∈ D+ϕ(i)(si),

0,0 /∈ D+ϕ(i)(si),

i = 1, n. (18)

Затем строится массив bSn = {bsi}n
i=1 новых значений центров элементов

упаковки по формулеbsi =

(
si + γkgi, (si + γkgi) ∈ M,

si, (si + γkgi) /∈ M,
i = 1, n. (19)

Заметим, что в формуле (18) все получаемые вектора имеют норму
0, если текущий центр упаковки принадлежит выпуклой оболочке его
значимых точек, а значит производные функции ϕ(i)(x) в si по всем на-
правлениям не положительны. В противном случае вектора gi имеют
норму, равную 1. А длина вектора, равного сдвигу от si к bsi, пропор-
циональна коэффициенту γk. Для обеспечения сходимости алгоритма к
некоторому локально оптимальному массиву S∗n на последовательность
{γk}∞i=1 налагаются условия

∀k ∈ N γk > γk+1 > 0, (20)

lim
k→∞

γk = 0, (21)

∞X
k=1

γk = +∞. (22)

Неравенства (20) гарантируют, что изменения координат точки проис-
ходят в направлении роста функции ϕ(i)(x), а не в противоположном
направлении. Предел (21) означает, что величина нормы сдвига умень-
шается до нуля. Равенство (22) говорит о том, что за достаточно большое
число шагов алгоритма массив центров упаковки может занять любое
положение на фигуре M, независимо от ее размеров, подробнее см. [12].
В качестве наиболее удобной формулы для генерации коэффициентов γk

в формуле (19) можно предложить дробную функцию от номера k :

γk =
a

k + b
, k ∈ N, (23)

где коэффициенты a ∈ (0, +∞) и b ∈ [0, +∞) задаются пользователем
при запуске программного комплекса.

Заметим, что выражения в формуле (18) не определены в случае, ес-
ли какая-то из точек si ∈ Sn лежит на границе фигуры M или две точки
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si ∈ Sn и sj ∈ Sn совпадают при i 6= j. Однако при практической реа-
лизации алгоритмов данная ситуация крайне маловероятна, поскольку
множество М имеет ненулевую меру на плоскости, а его граница ∂М и
Sn имеют меру, равную нулю.

Отдельной важной процедурой, входящей в программный комплекс,
является построение начальной итерации eSn центров элементов упаков-
ки. Она выполняется стохастическими методами, но с учетом особенно-
стей рассматриваемой схемы суперградиентного подъема. В частности,
накладываются условия на минимальное расстояние между точками и
на то, чтобы точки были максимально равномерно распределены по всей
площади фигуры M. Здесь отметим, что процедуры численного решения
выпукло-вогнутых оптимизационных задач, сочленяющие суб- и супер-
градиентные методы с элементами стохастики в вычислительных опера-
циях, развиваются, например, в работе [15].

4. Примеры построения упаковок

С помощью разработанного в среде MATLAB программного комплек-
са [16] выполнено моделирование решений ряда задач о построении оп-
тимальных упаковок для различных фигур M, имеющих невыпуклую
геометрию. Главное его отличие от комплексов, использовавшихся ранее
для выпуклых множеств состоит в том, что в нем более сложная проце-
дура отыскания ближайших к каждому из центров упаковки точек гра-
ницы ∂M. Процедура выделяет так называемые множества симметрии
в M (подробнее о них см. [18,19]), точки которых являются геометриче-
ским местом центров кругов, вложенных в M, при этом пересекающихся
с ∂M в двух или более точках. Косвенным показателем оптимальности
упаковки является ее плотность σ(Un), то есть отношение суммы объе-
мов площадей кругов O(si, r) ⊆ Un к площади фигуры M. компакта M .
В работе [17] приведены оценки для максимально возможной плотности
упаковки, но лишь для выпуклых фигур. В процессе решения задач был
использован алгоритм, основанный на формулах (18), (19). Коэффици-
енты γk вычисляются в соответствии с выражением 23.

Пример 1. Пусть задано невыпуклое компактное множество M, огра-
ниченное кривой

(x2 + y2)2 − 2c2(x2 − y2) = a4 − c4, (24)

при значениях параметров a = 1.1, c = 1. Требуется решить задачу 1 при
n = 14 и n = 16.

Кривая (24) является частным случаем овала Кассини. При c < a <
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√

2c она ограничивает невыпуклое односвязное множество, симметрич-
ное относительно начала координат (см. [20]). Решение задачи было осу-
ществлено путем многократного запуска программного комплекса.

Полученный массив центров при n = 14

S14 = {(1.1837,−0.228), (0.2294,−0.2616), (0.8014, 0.3867),

(0.5865, 0.0065), (0.2359, 0.2679), (1.1995, 0.2079), (−0.7560,−0.0419),

(−0.4377, 0.3212), (−1.2385, 0.137), (0.7771,−0.3865), (−1.1209,−0.286),

(−0.8736, 0.3811), (−0.4116,−0.3141), (−0.1223, 0.0157)}.
Радиус кругов найденной оптимальной упаковки r ≈ 0.2181. Плотность
упаковки (отношение суммы площадей кругов к площади фигуры) равна
σ ≈ 0.6910. Множество M, круги упаковки U14 и массив их центров
представлены на рис. 1.

Полученный массив центров при n = 16

S16 = {(−0.586, 0.368), (0.6769, 0.0126), (1.1816,−0.2414), (1.2275, 0.178),

(0.3807,−0.2874), (−0.5876,−0.3695), (0.3771, 0.3122), (−0.3804,−0.0021),

(−1.0674,−0.3319), (−1.275, 0.0332), (0.7885,−0.3941), (−1.0092, 0.3584),

(−0.041, 0.2481), (0.8633, 0.3909), (−0.8012,−0.0067), (−0.0389,−0.2485)}.
Радиус кругов найденной оптимальной упаковки r ≈ 0.21. Плотность
упаковки (отношение суммы площадей кругов к площади фигуры) рав-
на σ ≈ 0.732. Множество M, круги упаковки U16 и массив их центров
представлены на рис. 2.
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Рис. 1. Аппроксимация оптималь-
ной упаковки U14 в примере 1
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Рис. 2. Аппроксимация оптималь-
ной упаковки U16 в примере 1
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Пример 2. Пусть задано невыпуклое множество M, ограниченное
кривой �

x = (R−mR) cos mt + h cos(t−mt),
y = (R−mR) sinmt− h sin(t−mt), (25)

c параметрами t ∈ [0, 8π], R = 1,m = 1/4, h = 1/5. Требуется решить
задачу 1 при n = 13 и n = 15.

Кривая (25) есть гипотрохоида, она является траекторией точки, рас-
положенной на круге радиуса mR на расстоянии h от его центра, ка-
тящемся без скольжения с внутренней стороны окружности радиуса R
(см. [20]). Она, как и в предыдущем примере, ограничивает невыпуклое
односвязное множество, симметричное относительно начала координат.

Полученный массив центров при n = 13

S13 = {(0.6486, 0), (0.3515,−0.0057), (−0.6501, 0), (−0.1416,−0.3651),

(−0.1235, 0.0917), (0.2858, 0.2831), (−0.4085, 0.1708), (0, 0.6529),

(0,−0.6484), (0.1721,−0.4059), (0.001, 0.3592),

(0.0794,−0.124), (−0.3675,−0.1431)}.
Радиус кругов найденной оптимальной упаковки r ≈ 0.1465. Плотность
упаковки U15 равна σ ≈ 0.6307. Множество M, круги упаковки U13 и
массив их центров представлены на рис. 3.

Полученный массив центров при n = 15

S15 = {(−0.1663,−0.4153), (−0.1439,−0.1225), (−0.4199,−0.1716),

(0.2616, 0.1151), (0,−0.6580), (0.1366,−0.1366), (−0.5365, 0.0829),

(0.4156,−0.1740), (−0.3208, 0.2604), (0.1988, 0.3881), (0, 0.6678),

(−0.08, 0.4011), (0.1648,−0.4223), (−0.0188, 0.1284), (0.5406, 0.0786)}.
Радиус кругов найденной оптимальной упаковки r ≈ 0.139. Плотность
упаковки U15 равна σ ≈ 0.6552. Множество M, круги упаковки U15 и
массив их центров представлены на рис. 4.

Для отыскания аппроксимации глобально оптимальной упаковки ав-
торами предусмотрена возможность многократного использования ал-
горитма при различных начальных условиях, генерируемых с помощью
стохастической процедуры. При моделировании каждого примера вы-
полнено в 5 ÷ 10 запусков программного комплекса. В каждом из них
выполнялось 2000 ÷ 5000 циклов алгоритма. Машинное время, потра-
ченное на каждый запуск варьируется от 3 до 15 минут.
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Рис. 3. Аппроксимация оптималь-
ной упаковки U13 в примере 2
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Рис. 4. Аппроксимация оптималь-
ной упаковки U15 в примере 2

5. Заключение

Разработаны и реализованы алгоритмы построения аппроксимаций
оптимальных упаковок для невыпуклых фигур. Их теоретическую ос-
нову составила теорема 1, а практическая реализация выполнена на ба-
зе формул (18), (19) и (23). Полученные результаты позволяют утвер-
ждать, что плотность полученных программным комплексом упаковок
сравнима с плотностью известных оптимальных упаковок базовых вы-
пуклых фигур (см., например, [21]), хотя и несколько ниже (что обуслов-
лено гораздо более сложной формой фигур). Аппроксимации множеств
наборами кругов могут использоваться в задачах управления, напри-
мер, для построения управления методом экстремального прицеливания
и при численном построении множеств достижимости и интегральных
воронок [2].
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