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Àííîòàöèÿ. Â 2005 ã. Êàïëàíîì è äð. áûë ðàçðàáîòàí ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè 2/3 äëÿ íåñèì-
ìåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà íà ìàêñèìóì. Â 2014 ã.
Ãëåáîâ, Çàìáàëàåâà è Ñêðåòíåâà ïîëó÷èëè àëãîðèòì ñ òàêîé æå
îöåíêîé òî÷íîñòè è êóáè÷åñêîé îöåíêîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè äëÿ
íåñèììåòðè÷íîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è î äâóõ êîììèâîÿæåðàõ íà ìàêñè-
ìóì, ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè äâà ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòî-
íîâûõ öèêëà ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà â ïîëíîì âçâåøåííîì
n-âåðøèííîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå àíàëîãè÷íîãî àëãîðèòìà äëÿ áîëåå îáùåé çàäà÷è
îá m êîììèâîÿæ¼ðàõ íà ìàêñèìóì â íåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå è îáîñ-
íîâàíèå äëÿ ýòîãî àëãîðèòìà îöåíêè òî÷íîñòè, àñèìïòîòè÷åñêè ñòðå-
ìÿùåéñÿ ê 2/3 ñ ðîñòîì m, è îöåíêè âðåìåííoé ñëîæíîñòè O(mn3).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãàìèëüòîíîâ öèêë, çàäà÷à êîììèâîÿæ¼ðà, çàäà-
÷à íåñêîëüêèõ êîììèâîÿæ¼ðîâ, ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, ãàðàíòè-
ðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè.

1. Ââåäåíèå

Óæå â òå÷åíèå 40 ëåò íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êîììèâîÿæ¼ðà
(TSP � Travelling Salesman Problem) â ðàáîòàõ ìíîãèõ àâòîðîâ ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ å¼ åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå, êàêèì ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îá m êîì-
ìèâîÿæ¼ðàõ (m-PSP � m-Peripatetic Salesman Problem), ãäå òðåáóåòñÿ

∗)Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 18-01-00353 è 18-01-00747)
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íàéòè m ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ, íå èìåùèõ îáùèõ ð¼áåð, ñ ìèíèìàëü-
íûì (çàäà÷à m-PSP-min) èëè ìàêñèìàëüíûì (m-PSP-max) ñóììàðíûì
âåñîì ð¼áåð â ïîëíîì âçâåøåííîì ãðàôå.

Âïåðâûå ïðîáëåìà m-PSP áûëà óïîìÿíóòà Êðàðóïîì â [27], è ñ òåõ
ïîð èññëåäîâàëàñü ðàçíûìè àâòîðàìè â ñèììåòðè÷íîì è íåñèììåòðè÷-
íîì (çàäà÷à m-APSP) ñëó÷àÿõ, äëÿ ïðîèçâîëüíîé [1, 9], ìåòðè÷åñêîé
[2, 4, 23] è åâêëèäîâîé [3, 5] âåñîâûõ ôóíêöèé, à òàêæå â ñïåöèàëüíûõ
ïîñòàíîâêàõ, êîãäà âåñà ð¼áåð ãðàôà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî
èíòåðâàëà èëè êîíå÷íîãî ÷èñëîâîãî ìíîæåñòâà [6�10]. Â ñòàòüÿõ [8,10,13]
áûë èçó÷åí âàðèàíò çàäà÷è, êîãäà äëÿ êàæäîãî ãàìèëüòîíîâà öèêëà çàäà-
íà ñâîÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ, è áûëè ðàçðàáîòàíû ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ê ÷èñëó íàèáîëåå çíà÷èìûõ ïðèëîæåíèé ìîæíî îòíåñòè çàäà÷ó î âû-
áîðå ìàðøðóòîâ îáõîä÷èêîâ [15], êîãäà äëÿ ãðóïïû èç m ñòîðîæåé òðå-
áóåòñÿ íàéòè ñèñòåìó çàìêíóòûõ ìàðøðóòîâ áåç îáùèõ ó÷àñòêîâ, ÷òî-
áû äîáèòüñÿ íàèáîëüøåãî îõâàòà îõðàíÿåìîé òåððèòîðèè. Â ðàáîòàõ Äå
Êîðòà [19] ïðèâîäÿòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷ èç îáëàñòè ñåòåâîãî äèçàéíà,
êîãäà äëÿ ïîâûøåíèÿ íàä¼æíîñòè ñåòè òðåáóåòñÿ ïîêðûòü å¼ óçëû ñè-
ñòåìîé íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâûõ ñîåäèíåíèé, à òàêæå ïðèëîæåíèÿ â
îáëàñòè òåîðèè ðàñïèñàíèé ñ ýëåìåíòàìè ìàðøðóòèçàöèè, êîãäà êàæäàÿ
ðàáîòà äîëæíà âûïîíÿòüñÿ íà êàæäîé ìàøèíå äâàæäû, îäíàêî íåäîïó-
ñòèìî îáà ðàçà âûïîëíÿòü ðàáîòû â îäíîì è òîì æå ïîðÿäêå.

Âñå ñîäåðæàòåëüíûå ïîñàòíîâêè çàäà÷è m-PSP (êàê íà ìèíèìóì, òàê
è íà ìàêñèìóì) ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè, ÷òî âûòåêàåò èç óñòàíîâëåííîé
Äå Êîðòîì [17�19] NP-ïîëíîòû çàäà÷è î ñóùåñòâîâàíèè äâóõ ð¼áåðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â ãðàôå. Â ñâÿçè ñ ýòèì îñ-
íîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ñâÿçàíû ñ âûÿâëåíèåì ïîëèíîìèàëü-
íî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ ýòèõ çàäà÷, ðàçðàáîòêîé ýâðèñòè÷åñêèõ ïðèáëè-
æ¼ííûõ àëãîðèòìîâ, âåðîÿòíîñòíûõ àëãîðèòìîâ, à òàêæå ïîëèíîìèàëü-
íûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè, àñèìïòîòè÷å-
ñêè òî÷íûõ àëãîðèòìîâ è ïîëèíîìèàëüíûõ àïïðîêñèìàöèîííûõ ñõåì.

Äå Áðåé è Âîëåãàíò [16] âûäåëèëè íåêîòîðûå ïîëèíîìèàëüíî ðàçðå-
øèìûå ñëó÷àè çàäà÷è 2-PSP. Äå Êîðò [17�19] óêàçàë âåðõíèå è íèæíèå
îöåíêè äëÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â çàäà÷å 2-PSP. Íàèáîëüøåå êîëè-
÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ áûëî ïîëó÷åíî â îáëàñòè ïîñòðîåíèÿ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îöåíêàìè òî÷íî-
ñòè äëÿ çàäà÷ m-PSP-min è m-PSP-max. Òàê äëÿ çàäà÷è 2-PSP-min â
ìåòðè÷åñêîì ñëó÷àå Àãååâ è Ïÿòêèí [2] ðàçðàáîòàëè ïîëèíîìèàëüíûé
2-ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì. Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âàðèàíòà çàäà÷è 2-PSP-



Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 5Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 5Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 5

max â [1,9] áûëè ïîñòðîåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ ãàðàíòèðîâàí-
íûìè îöåíêàìèè 3/4 è 7/9. Â [6] áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëü-
íûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷àÿ àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷íîñòè
6/5, äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è 2-PSP-min, êîãäà âåñà ð¼áåð ãðà-
ôà ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1 è 2 (çàäà÷à 2-PSP(1,2)-min). Â ðàáîòàõ [8, 10]
çàäà÷à 2-PSP(1,2)-min èññëåäîâàëàñü â ñëó÷àå, êîãäà âåñîâûå ôóíêöèè
äâóõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ðàçëè÷íû. Äëÿ ýòîé âåðñèè çàäà÷è áûëè
ðàçðàáîòàíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè 7/5 [8]
è 4/3 [10]. Äëÿ ìåòðè÷åñêîãî âàðèàíòà çàäà÷è m-PSP-max (ïðè ïðîèç-
âîëüíîì m) â [23] áûë ïîëó÷åí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ ãàðàíòèðî-
âàííîé îöåíêîé 5/6, à äëÿ åâêëèäîâîé çàäà÷è m-PSP-max â [3] ïîñòðîåí
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì. Ïîäðîáíûé îáçîð
ïîëó÷åííûõ â óêàçàííîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ ïðèâîäèòñÿ â [22,29].
Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ îòíîñèòñÿ ê ñèììåòðè÷íîìó
ñëó÷àþ çàäà÷è m-PSP.

Èçó÷åíèå íåñèììåòðè÷íûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ êîììèâîÿæ¼ðà è íåñêîëü-
êèõ êîììèâîÿæ¼ðîâ èçíà÷àëüíî îêàçàëîñü ñëïðÿæåíî ñ ãîðàçäî áîëüøè-
ìè òðóäíîñòÿìè, ÷åì èññëåäîâàíèå èõ ñèììåòðè÷íûõ àíàëîãîâ. Äîñòà-
òî÷íî óïîìÿíóòü, ÷òî ñðåäè èçâåñòíûõ ïðèáëèæ¼ííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
çàäà÷è ATSP-max äî ñèõ ïîð îäíèì ëó÷øèõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì èç [26],
èìåþùèé àïðèîðíóþ îöåíêó òî÷íîñòè 2/3, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîé çàäà÷è TSP-max åù¼ â 1984 ã. Ñåðäþêîâûì [14] áûë ðàçðàáîòàí
äîñòàòî÷íî ïðîñòîé â ïðèìåíåíèè ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñ ãàðàíòè-
ðîâàííîé îöåíêîé 3/4, à â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ ýòîé çàäà÷è áûëè ïðåä-
ëîæåíû àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè 25/33 [24], 7/9 [28] è 4/5 [20].
Èíòåðåñíàÿ îñîáåííîñòü ðàçðàáîòàííîãî â [26] 2/3-ïðèáëèæ¼ííîãî àëãî-
ðèòìà äëÿ çàäà÷è ATSP-max ñîñòîèò â òîì, ÷òî ýòîò àêãîðèòì íå ÿâëÿåò-
ñÿ ÷èñòî êîìáèíàòîðíûì, à èñïîëüçóåò èäåè è ìåòîäû, õàðàêòåðíûå äëÿ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàííûé â [11] ïîëèíîìèàëü-
íûé àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è 2-APSP-max òàêæå èìååò îöåíêó òî÷íîñòè 2/3,
îäíàêî îñíîâûâàåòñÿ íà ÷èñòî êîìáèíàòîðíûõ ïîäõîäàõ. Ïðåäëîæåííûå
â ðàáîòå [11] ìåòîäû áûëè çàòåì èñïîëüçîâàíû àâòîðàìè íàñòîÿùåé ñòà-
òüè â [12] äëÿ ðàçðàáîòêè ïîëèíîìèàëüíîãî 3/5-ïðèáëèæ¼ííîãî àëãî-
ðèòì äëÿ çàäà÷è 3-APSP-max.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå
ïðîöåäóðû èç àëãîðèòìîâ, îïèñàííûõ â [11] è [12], è äîïîëíÿÿ èõ íîâûìè
ïðîöåäóðàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ è ïîñòðîíåèÿ ãàìèëüòî-
íîâûõ öèêëîâ, ïîëó÷èòü äëÿ çàäà÷èm-APSP-max ñ ïðîèçâîëüíûì çíà÷å-
íèåì m > 2 ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæ¼ííûé àëãîðèòì, èìåþùèé ãàðàí-
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òèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè, íå ìåíüøóþ 3/5, è àñèìïòîòè÷åñêè ñòðå-
ìÿùóþñÿ ê 2/3 ñ ðîñòîì m. Íàìè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïèñàííûé íèæå
àëãîðèòì A2/3−ε îáëàäàåò òàêîé îöåíêîé òî÷íîñòè, êîððåêòíî ðàáîòàåò
ïðè íàëè÷èè âî âõîäíîì ãðàôå íå ìåíåå 45(m−1) âåðøèí, è èìååò îöåíêó
âðåìåííîé ñëîæíîñòè O(mn3). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííûé àëãî-
ðèòì, êàê è àëãîðèòìû èç [11] è [12], íàõîäèò òàêîå ïðèáëèæ¼ííîå ðåøå-
íèå çàäà÷è m-APSP-max, ïðè êîòîðîì ðàçëè÷íûå ãàìèëüòîíîâû öèêëû
íå èìåþò îáùèõ äóã, îäíàêî ëþáûå äâå âñòðå÷íûå äóãè (X,Y ) è (Y,X)
ìîãóò ñîäåðæàòüñÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëàõ.

2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Äàëåå ÷åðåç G = G(V,E,w) îáîçíà÷àåòñÿ ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé
âçâåøåííûé n-âåðøèííûé ãðàô, ïîäàâàåìûé íà âõîä çàäà÷è m-APSP-
max, èìåþùèé ìíîæåñòâî âåðøèí V , ìíîæåñòâî äóã E è íåîòðèöàòåëü-
íóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ äóã w : E → R+. Äëÿ êàæäîãî ïîäãðàôà G′ â G
÷åðåç w(G′) îáîçíà÷àåòñÿ ñóììàðíûé âåñ äóã â G′.

Íåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à îám êîììèâîÿæ¼ðàõ íà ìàêñèìóì (m-APSP-
max) ñîñòîèò â îòûñêàíèè â îðãðàôå G íàáîðà èç m îðèåíòèðîâàííûõ
ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, . . . , : Hm, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíûé ñóì-
ìàðíûé âåñ, è íå ñîäåðæàùèõ îáùèõ äóã:

w(H1) + w(H2) + . . .+ w(Hm)→ max .

Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ, ÷òî åñëè êàêîé-òî öèêë Hi ñîäåðæèò äóãó (X,Y ),
òî äðóãîé öèêë Hj ìîæåò ñîäåðæàòü âñòðå÷íóþ äóãó (Y,X). ×åðåç w∗

îáîçíà÷èì âåñ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è m-APSP-max.

Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v â îðãðàôå G (èëè â åãî ïîäãðàôå G′) áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

d+(v) � ïîëóñòåïåíü çàõîäà v, òî åñòü ÷èñëî âõîäÿùèõ â âåðøèíó v
äóã îðãðàôà G (G′);

d−(v) � ïîëóñòåïåíü èñõîäà v, òî åñòü ÷èñëî èñõîäÿùèõ èç v äóã
îðãðàôà G (G′);

d(v) = d+(v) + d−(v) � ñòåïåíü âåðøèíû v â G (G′).

Áóäåì íàçûâàòü ïîäãðàô G′ îðãðàôà G (k, k)-ðåãóëÿðíûì, åñëè äëÿ
êàæäîé åãî âåðøèíû v âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî d+(v) = d−(v) = k. ×åðåç
Gk,k îáîçíà÷èì îñòîâíûé (k, k)-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô ìàêñèìàëüíîãî âåñà
â G. Ïîñêîëüêó ïîäãðàô â G, îáðàçîâàííûé îáúåäèíåíèåì m ãàìèëüòî-
íîâûõ öèêëîâ èç îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è m-APSP-max, ÿâëÿåòñÿ
(m,m)-ðåãóëÿðíûì, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî w(Gm,m) > w∗.
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Íàçîâ¼ì ñäâîåííûì òðåóãîëüíèêîì (2,2)-ðåãóëÿðíûé îðãðàô, ñîñòî-
ÿùèé èç òð¼õ âåðøèí A,B,C è øåñòè äóã (A,B), (B,A), (B,C), (C,B),
(C,A), (A,C) (òî åñòü ïîëíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà òð¼õ âåðøèíàõ).
Îðèåíòèðîâàííûì 2-ôàêòîðîì (èëè ïðîñòî 2-ôàêòîðîì) â îðãðàôå G
áóäåì íàçûâàòü ëþáîé åãî îñòîâíûé (1,1)-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô, òî åñòü
íàáîð âåðøèííî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ öèêëîâ, ïîêðûâà-
þùèõ âñå âåðøèíû G. Ïîä ÷àñòè÷íûì òóðîì (èëè ïðîñòî òóðîì) â
îðãðàôå G (èëè â åãî ïîäãðàôå G′) áóäåì ïîíèìàòü íàáîð âåðøèííî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îðèåíòèðîâàííûõ öåïåé, ïîêðûâàþùèõ âñå âåðøèíû
îðãðàôà. Ëþáóþ öåïü òóðà, ñîñòîÿùóþ èç îäíîé âåðøèííû, áóäåì íàçû-
âàòü òðèâèàëüíîé èëè ñèíãëîì, à öåïü, ñîñòîÿùóþ èç áîëåå ÷åì îäíîé
âåðøèíû, � íåòðèâèàëüíîé. Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ |T | è p(T )
äëÿ ÷èñëà ð¼áåð è ÷èñëà öåïåé â ÷àñòè÷íîì òóðå T , ñîîòâåòñòâåííî. Èç
îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî òóðà T â îðãðàôå G′

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

|T |+ p(T ) = |V (G′)|. (1)

ßñíî, ÷òî èç ëþáîãî îðèåíòèðîâàííîãî 2-ôàêòîðà óäàëåíèåì íåêîòîðûõ
äóã ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòè÷íûé òóð, à èç ëþáîãî ÷àñòè÷íîãî òóðà ìîæíî
ïîëó÷èòü îðèåíòèðîâàííûé ãàìèëüòîíîâà öèêë, äîáàâëÿÿ äóãè ìåæäó
êîíöàìè öåïåé ýòîãî òóðà.

Äëÿ âçâåøåííîãî îðãðàôà G = (V,E,w) îïðåäåëèì åãî äâóäîëüíóþ

ìîäåëü D êàê (íåîðèåíòèðîâàííûé) âçâåøåííûé äâóäîëüíûé ãðàô c äî-
ëÿìè V è V ′, ãäå V ′ = {v′ | v ∈ V } � ìíîæåñòâî äóáëèêàòîâ âåðøèí èç V ,
è ñ ìíîæåñòâîì ð¼áåð E(D) = {XY ′ | (X,Y ) ∈ E}, ãäå âåñ ðåáðà îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëîé w(XY ′) = w(X,Y ). Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî w(G) = w(D) è îðãðàô G ÿâëÿåòñÿ (k, k)-ðåãóëÿðíûì òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà åãî äâóäîëüíàÿ ìîäåëü D ÿâëÿåòñÿ k-ðåãóëÿðíûì ãðàôîì.

3. Èñïîëüçóåìûå ïðîöåäóðû èç ïðåäøåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îïèñàííûé äàëåå àëãîðèòì A2/3−ε îñíîâûâàåòñÿ
íà íåêîòîðûõ ïðîöåäóðàõ èç àëãîðèòìà A3/5 äëÿ çàäà÷è 3-APSP-max [12]
è àëãîðèòìà A2/3 äëÿ çàäà÷è 2-APSP-max, ðàçðàáîòàííîãî â [11]. Óïîìÿ-
íóòûå ïðîöåäóðû ïîçâîëÿþò îòûñêèâàòü â îðãðàôàõ ñïåöèàëüíîãî âèäà
÷àñòè÷íûå òóðû äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ñóììàðíîãî âåñà, ó êîòîðûõ êî-
ëè÷åñòâî öåïåé îãðàíè÷åíî ñíèçó ëèíåéíîé ôóíêöèåé îò ÷èñëà âåðøèí.
Òàê ïðîöåäóðà P2/3 èç àëãîðèòìà A2/3 çà âðåìÿ O(n3) íàõîäèò â (2, 2)-
ðåãóëÿðíîì n-âåðøèííîì âçâåøåííîì îðãðàôå G2,2 ÷àñòè÷íûå òóðû T 1

2/3

è T 2
2/3, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå

2
3w(G2,2), à êîëè÷åñòâî öåïåé â
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òóðå T 2
2/3 íå ìåíüøå n/5. Â íàøåì àëãîðèòìå A2/3−ε ïîìèìî ïðîöåäóðû

P2/3 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îñíîâàííàÿ íà íåé ïðîöåäóðà P ′2/3, îïèñàíèå

êîòîðîé ïðèâîäèòñÿ â ðàçäåëå 5. Îñíîâíîå îòëè÷èå ïðîöåäóðû P ′2/3 îò
P2/3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî îáà ïîñòðîåííûõ åþ ÷àñòè÷íûõ òóðà èìåþò îãðà-
íè÷åíèå ñíèçó íà ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ èõ öåïåé. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé
âåñ òóðîâ òàêæå íå ìåíüøå 2

3w(G2,2).

Ïðåäëîæåííàÿ â àëãîðèòìå A3/5 [12] ïðîöåäóðà P3/5 ïîçâîëÿåò íàéòè
âî âçâåøåííîì (3, 3)-ðåãóëÿðíîì n-âåðøèííîì îðãðàôå G3,3 ÷àñòè÷íûå
òóðû T 1

3/5, T
2
3/5 è T 3

3/5, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ íå ìåíüøå
3
5w(G3,3). Ïðè

ýòîì òóð T 2
3/5 ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç n/6 öåïåé, à òóð T 3

3/5 � íå ìåíåå

÷åì èç n/4 öåïåé. Âðåìÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû P3/5 îãðàíè÷åíî O(n3).

Åù¼ îäíà èñïîëüçóåìàÿ íàìè ïðîöåäóðà � ýòî ðàçðàáîòàííûé Ãàáî-
âûì àëãîðèòì [21] äëÿ îòûñêàíèÿ âî âçâåøåííîì n-âåðøèííîì íåîðè-
åíòèðîâàííîì ãðàôå G ïîäãðàôà ìàêñèìàëüíîãî âåñà ñ çàäàííûìè ñòå-
ïåíÿìè âåðøèí d1, d2, . . . , dn. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ãàáîâà îãðàíè-

÷åíî O(n2
n∑

i=1
di). Â íàøåì ñëó÷àå àëãîðèòì Ãàáîâà áóäåò ïðèìåíÿòü-

ñÿ äëÿ îòûñêàíèÿ m-ðåãóëÿðíîãî ïîäãðàôà ìàêñèìàëüíîãî âåñà â äâó-
äîëüíîé ìîäåëè D îðãðàôà G. Äàííîìó ïîäãðàôó ñîîòâåòñòâóåò (m,m)-
ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô ìàêñèìàëüíîãî âåñà â îðãðàôå G. ßñíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà Ãàáîâà íå ïðåâîñõîäèò O(mn3).

Òàêæå íàìè áóäåò èñïîëüçîâàí àëãîðèòì Õîïêðîôòà è Êàðïà [25],
ïîçâîëÿþùèé íàéòè â äâóäîëüíîì ãðàôå H = (VH , EH) ïàðîñî÷åòàíèå
íàèáîëüøåé ìîùíîñòè çà âðåìÿ O(|EH ||VH |1/2). Ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãî-
ðèòìà ê äâóäîëüíîìó m-ðåãóëÿðíîìó 2n-âåðøèííîìó ãðàôó ïîçâîëÿåò
íàéòè â í¼ì ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå çà âðåìÿ O(mn3/2).

4. Îïèñàíèå àëãîðèòìà A2/3−ε è îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 1. Ïðåäñòàâëåííûé íèæå àëãîðèòì A2/3−ε íàõîäèò â ïîë-
íîì âçâåøåííîì n-âåðøèííîì îðãðàôå G = G(V,E,w), ãäå n > 45(m−1),
íàáîð èçm ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâH1, H2, . . . ,
Hm, ñóììàðíûé âåñ êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 2

3w
∗ ïðè ÷¼òíîì m, è

íå ìåíåå
(
2
3 −

1
5m

)
w∗ ïðè íå÷¼òíîì m. Òðóäî¼ìêîñòü àëãîðèòìà A2/3−ε

îöåíèâàåòñÿ êàê O(mn3).

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå ñëåäóþùèõ òð¼õ
ðàçäåëîâ ñòàòüè. Ïðèâåä¼ì ôîðìóëèðîâêó àëãîðèòìà.



Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 9Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 9Àëãîðèòì ñ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêîé 2/3 äëÿ m-APSP-max 9

Àëãîðèòì A2/3−ε äëÿ çàäà÷è m-APSP-max

Ôàçà 1. Ïîñòðîèì äâóäîëüíóþ ìîäåëü D âõîäíîãî îðãðàôà G =
(V,E,w). Ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà Ãàáîâà [21] çà âðåìÿ O(mn3) íàéä¼ì â
D îñòîâíûé m-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô Dm ìàêñèìàëüíîãî âåñà. Âûäåëèì
â G ñîîòâåòñòâóþùèé åìó (m,m)-ðåãóëÿðíûé ïîäãðàô Gm,m ìàêñèìàëü-
íîãî âåñà. Ñîãëàñíî ñäåëàííûì âûøå çàìå÷àíèÿì, èìååì: w(Gm,m) > w∗.

Ôàçà 2. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî äóã îðãðàôà Gm,m íà m îðèåíòèðî-
âàííûõ 2-ôàêòîðîâ F1, F2, . . . , Fm. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì äâóäîëüíóþ
ìîäåëü îðãðàôà Gm,m, òî åñòü ïîëó÷åííûé íà Ôàçå 1 àëãîðèòìà m-
ðåãóëÿðíûé äâóäîëüíûé ãðàô Dm. Ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî ð¼áåð Dm íà
m ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé, äëÿ ÷åãî m − 1 ðàç ïðèìåíåíèì àëãî-
ðèòì Õîïêðîôòà è Êàðïà [25]. Ïðè ýòîì îáùåå âðåìÿ ðàáîòû ñîñòàâèò
O(m2n3/2). Â îðãðàôå Gm,m íàéäåííûì ïàðîñî÷åòàíèÿì ñîîòâåòñòâóþò
èñêîìûå ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ 2-ôàêòîðû F1, F2, . . . , Fm.

Äàëåå, â çàâèñèìîñòè îò ÷¼òíîñòèm, ãðóïïèðóåì 2-ôàêòîðû F1, F2, . . . ,
Fm ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� åñëèm ÷¼òíî, òî êàæäóþ ïàðó 2-ôàêòîðîâ F2i−1, F2i, i = 1, . . . ,m/2,
îáúåäèíÿåì â (2, 2)-ðåãóëÿðíûé îðãðàô Gi

2,2;

� åñëè m íå÷¼òíî, òî òðè 2-ôàêòîðà ñ íàèìåíüøèì âåñîì îáúåäèíÿ-
åì â (3, 3)-ðåãóëÿðíûé îðãðàô G3,3, à îñòàâøèåñÿ m− 3 2-ôàêòîðà
ãðóïïèðóåì ïî äâà (ïðîèçâîëüííûì îáðàçîì) â (2, 2)-ðåãóëÿðíûå
îðãðàôû Gi

2,2, ãäå i = 1, . . . , (m− 3)/2.

Ôàçà 3. Ôîðìèðóåì â îðãðàôå Gm,m m ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ
÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1, T2, . . . , Tm ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

p(T2) >
n

6
; p(Ti) >

n

15
, i = 3, . . . ,m.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ ïðèìåíÿåì ê âûäåëåííûì íà Ôàçå 2
ðåãóëÿðíûì îðãðàôàìGi

2,2 èG3,3 ïðîöåäóðû P2/3, P
′
2/3 è P3/5 ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

� Åñëè m ÷¼òíî, òî ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû P2/3 íàõîäèì â îðãðà-
ôå G1

2,2 ÷àñòè÷íûå òóðû T1 è T2, à â êàæäîì èç îðãðàôîâ Gi
2,2,

i = 2, . . . ,m/2, íàõîäèì ïàðó ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T2i−1, T2i ñ ïîìî-
ùüþ ïðîöåäóðû P ′2/3, îïèñàííîé â ðàçäåëå 5.

� Åñëè m íå÷¼òíî, òî, ïðèìåíÿÿ ê (3, 3)-ðåãóëÿðíîìó îðãðàôó G3,3

ïðîöåäóðó P3/5, íàõîäèì ÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2, T3, à äëÿ âñåõ
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(2, 2)-ðåãóëÿðíûõ îðãðàôîâ Gi
2,2, i = 1, . . . , (m − 3)/2, ïðèìåíÿåì

ïðîöåäóðó P ′2/3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì íàáîð èç m ð¼áåðíî íåïå-
ðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1, T2, . . . , Tm.

Ôàçà 4.Äîñòðàèâàåì ïîëó÷åííûå íà Ôàçû 3 ÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2, . . . ,
Tm äî ð¼áåðíî íåïðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, . . . ,Hm,
ïðèìåíÿÿ ïðîöåäóðó �Çàìûêàíèå(T1�Tm)�, îïèñàííóþ â ðàçäåëå 6. Ïðåäú-
ÿâëÿåì íàáîð ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, . . . ,Hm â êà÷åñòâå èñêîìîãî
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è m-APSP-max.

5. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ äâóõ ÷àñòè÷íûõ

òóðîâ

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà P ′2/3 è äîïîëíÿþùàÿ å¼ ïðîöå-

äóðà �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3)�. Îáå ýòè ïðîöåäóðû îñíîâàíû íà ïðîöåäóðå

P2/3 èç [11], ðàáîòó êîòîðîé ìû ñåé÷àñ ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî.
Ïðîöåäóðà P2/3 ïîëó÷àåò íà âõîä âçâåøåííûé (2.2)-ðåãóëÿðíûé îð-

ãðàô G2,2 è íàõîäèò â êàæäîé åãî êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè Ki ïàðó ð¼áåð-
íî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1(i), T2(i). Ïîñëå ýòîãî ïðîöå-
äóðà îáúåäèíÿåò òóðû, ïîñòðîåííûå â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè,

è ïîäà¼ò íà âûõîä ïîëó÷åííûå äâà ÷àñòè÷íûõ òóðà T1 =
l⋃

i=1
T1(i) è

T2 =
l⋃

i=1
T2(i), ãäå l � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè îðãðàôà G2,2. .

Ïîñòðîåíèå ÷àñòè÷íûõ òóðîâ ïðîèñõîäèò ïî-ðàçíîìó â êîìïîíåíòàõ
ñâÿçíîñòè G2,2. Êàæäàÿ êîìïîíåíòà Ki îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç òð¼õ òè-
ïîâ:

1. Ki íå ñîäåðæèò âñòðå÷íûõ äóã (öèêëîâ äëèíû 2);

2. Ki ñîäåðæèò öèêë äëèíû 2, íî íå ÿâëÿåòñÿ ñäâîåííûì òðåóãîëüíè-
êîì;

3. Ki ÿâëÿåòñÿ ñäâîåííûì òðåóãîëüíèêîì.

Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû Ki òèïà 1 èëè 3 ïðîöåäóðà P2/3 íàõîäèò â
Ki ïàðó ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1(i), T2(i) ñ ñóììàðíûì âåñîì äóã íå ìåíåå
2
3w(K

i) è êîëè÷åñòâîì öåïåé â êàæäîì òóðå íå ìåíåå ni/5, ãäå ni � ÷èñ-
ëî âåðøèí â Ki. Åñëè æå êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè Ki îòíîñèòñÿ ê òèïó 2,
òî ïðîöåäóðà P2/3 ñíà÷àëà ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî äóã Ki íà òðè ÷àñòè÷-
íûõ òóðà T ′1, T

′
2, T

′
3 ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé ïðîöåäóðû �Àöèêëè÷å-

ñêàÿ 3-ðàñêðàñêà(K)�, çàòåì ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðåîáðàçóåò ýòè òóðû,
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îáåñïå÷èâàÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà p(T ′2) > p(T ′1) > ni/5, è, íàêîíåö,
âûáèðàåò â êà÷åñòâå T1(i), T2(i) äâà èç òóðîâ T

′
1, T

′
2, T

′
3, èìåþùèå íàèáîëü-

øèé âåñ. Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà w(T1(i)) +w(T2(i)) >
2
3w(K

i), îäíàêî òîëüêî îäèí èç ïîëó÷åííûõ òóðîâ èìååò ãàðàíòèðîâàí-
íóþ îöåíêó ñíèçó íà ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ åãî öåïåé.

Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âîçìîæ-
íîñòü ñîåäèíåíèÿ äâóõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ â íåïåðåñåêàþùèåñÿ ãàìèëü-
òîíîâû öèêëû, íî íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîñòðîåíèÿ m
ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ â àëãîðèòìå A2/3−ε.
Ïîýòîìó ìû âûíóæäåíû ìîäèôèöèðîâàòü ïðîöåäóðó P2/3 òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû îáà ïîñòðîåííûõ åþ ÷àñòè÷íûõ òóðà èìåëè îãðàíè÷åíèå ñíè-
çó íà ÷èñëî ñîñòàâëÿþùèõ èõ öåïåé. Äëÿ ýòîãî â ñëó÷àå, êîãäà õîòÿ áû
îäèí èç òð¼õ ïîëó÷åííûõ ïðîöåäóðîé �Àöèêëè÷åñêàÿ 3-ðàñêðàñêà(K)�
÷àñòè÷íûõ òóðîâ ñîäåðæèò íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî öåïåé (ìåíåå ni

15),
ìû áóäåì óâåëè÷èâàòü èõ ÷èñëî, ïåðåíîñÿ ÷àñòü ð¼áåð èç ýòîãî òóðà â
äðóãîé, ñîäåðæàùèé áîëüøåå êîëè÷åñòâî öåïåé. Äëÿ ýòîãî áóäåì ïðèìå-
íÿòü ïðîöåäóðó �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T

′
3)�.

Ïðîöåäóðà P ′2/3.

Íà âõîä ïîäà¼òñÿ (2,2)-ðåãóëÿðíûé îðãðàô G2,2. Âûäåëÿåì â G2,2 âñå
êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè: K1,K2, . . . ,K l.

Äëÿ êàæäîãî i = 1, 2, . . . , l íàõîäèì â Ki äâà ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ òóðà T1(i), T2(i) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

w(T1(i)) + w(T2(i)) >
2

3
w(Ki); p(Tj(i)) >

ni

15
, j = 1, 2.

Äëÿ ýòîãî ê êàæäîé êîìïîíåíòå Ki, i = 1, 2, . . . , l, ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó
P2/3. Ïðè ýòîì åñëè Ki îòíîñèòñÿ ê òèïó 2, òî ê ïîñòðîåííûì ïðîöåäó-
ðîé �Àöèêëè÷åñêàÿ 3-ðàñêðàñêà(Ki)� ÷àñòè÷íûì òóðàì T ′1, T

′
2, T

′
3 äîïîë-

íèòåëüíî ïðèìåíÿåì ïðîöåäóðó �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3)�.

Ïîñëå òîãî êàê ÷àñòè÷íûå òóðû T1(i), T2(i) âî âñåõ êîìïîíåíòàõ ñâÿç-
íîñòè îðãðàôà G2,2 ïîñòðîåíû, îïðåäåëÿåì ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ

÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2 â G2,2, ïîëàãàÿ Tj =
l⋃

i=1
Tj(i), j = 1, 2. Ïðè ýòîì

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà w(T1) + w(T2) > 2
3w(G2,2) è p(Tj) > n

15 , j =
1, 2. Ïîäà¼ì òóðû T1 è T2 íà âûõîä ïðîöåäóðû P ′2/3.

Äàëåå îïèøåì ïðîöåäóðó �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3)�. Ýòà ïðîöåäóðà ïî-

ëó÷àåò íà âõîäå òðè ÷àñòè÷íûõ òóðà T ′1, T
′
2, T

′
3, ïîñòðîåííûå â êîìïîíåíòå

ñâÿçíîñòèK òèïà 2 ïðîöåäóðîé �Àöèêëè÷åñêàÿ 3-ðàñêðàñêà(K)�. Óêàçàí-
íûå òóðû îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äóã K. Óïîðÿäî÷èì òóðû ïî
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íåóáûâàíèþ ÷èñëà öåïåé:

p(T ′1) 6 p(T ′2) 6 p(T ′3).

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè ïîñëå êàêîãî-òî ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòè÷íûõ òó-
ðîâ â õîäå ðàáîòû ïðîöåäóðû �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T

′
3)� ýòî íåðàâåíñòâî

íàðóøàåòñÿ, òî ïðîöåäóðà ïåðåîáîçíà÷àåò òóðû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû
íåðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü. Öåëü ïðîöåäóðû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû îáåñïå-
÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ:

n

15
6 p(T ′1) 6 p(T ′2) 6 p(T ′3),

ãäå n � ÷èñëî âåðøèí â K.

Ïðè îïèñàíèè ïðîöåäóðû �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3)� íàìè áóäóò èñïîëü-

çîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü T � ÷àñòè÷íûé òóð â êîìïîíåíòå
ñâÿçíîñòè K. Íàçîâ¼ì äóãó e ∈ E(K) \ E(T ) õîðîøåé äëÿ òóðà T , åñëè
ïðè å¼ äîáàâëåíèè ê T ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòè÷íûé òóð, è ïëîõîé èíà÷å.

Ëåììà 1. ×èñëî ïëîõèõ äóã äëÿ òóðà T â K íå ïðåâîñõîäèò 3|T |.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äóãà ÿâëÿåòñÿ ïëîõîé äëÿ òóðà T , åñëè îíà èìååò

îáùóþ íà÷àëüíóþ, ëèáî êîíå÷íóþ, âåðøèíó ñ êàêîé-òî äóãîé èç T , ëèáî
åñëè îíà âåäåò èç êîíöà êàêîé-òî íåòðèâèëüíîé öåïè òóðà T â íà÷àëî
ýòîé öåïè (íàçîâ¼ì òàêèå äóãè öèêëîâûìè äëÿ T ). Òàê êàê êîìïîíåíòà
K ÿâëÿåòñÿ (2,2)-ðåãóëÿðíûì îðãðàôîì, òî êàæäàÿ äóãà òóðà T ñìåæíà
ñ äâóìÿ íåöèêëîâûìè ïëîõèìè äóãàìè âK, à ÷èñëî öèêëîâûõ ïëîõèõ äóã
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íåòðèâèàëüíûõ öåïåé â T , êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü,
íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà äóã òóðà T . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïëîõèõ
äóã íå ïðåâîñõîäèò 2|T |+ |T | = 3|T |. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ïåðåíîñ õîðîøåé äóãè èç òóðà T ′i â òóð T ′j èëè áîëåå ñëîæíûé îá-
ìåí ð¼áðàìè ìåæäó òóðàìè íàçîâ¼ì óëó÷øàþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ
íàáîðà ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T ′1, T

′
2, T

′
3, åñëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ ïàðàìåòðû p(T ′1) è p(T ′1)− p(T ′3) íå óìåíüøàþòñÿ, è õîòÿ áû îäèí èç
íèõ ñòðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ (òåì ñàìûì ïðîèñõîäèò âûðàâíèâàíèå ÷èñëà
öåïåé â òóðàõ). Â ÷àñòíîñòè, ïåðåíîñ õîðîøåé äóãè èç T ′i â T ′j ÿâëÿåòñÿ
óëó÷øàþùèì ïðåîáðàçîâàíèåì, åñëè äî ïåðåíîñà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî p(T ′j)−p(T ′i ) > 1. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëå ïåðåíîñà ëèáî ïàðàìåòð p(T ′1)
óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1, ëèáî p(T ′3) óìåíüøàåòñÿ íà 1.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òóð T ′i ñîñòîèò èç äóã öâåòà i â ïðîöåäóðå �Àöèê-
ëè÷åñêàÿ 3-ðàñêðàñêà(K)�. Òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n > 15, èíà÷å íåðà-
âåíñòâà p(T ′i ) >

n
15 , i = 1, 2, 3, çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ. Íàçîâ¼ì âåðøèíó
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v êîìïîíåíòû K ðåãóëÿðíîé, åñëè äëÿ íå¼ èìåþòñÿ âõîäÿùàÿ è èñõîäÿ-
ùàÿ äóãè öâåòà 1 (òî åñòü v ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé âåðøèíîé íåêîòîðîé
öåïè òóðà T ′1), è íåðåãóëÿðíîé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ëåììà 2. Åñëè p(T ′1) < n
15 , òî â òóðå T ′1 íàéä¼òñÿ äóãà, îáà êîíöà

êîòîðîé ðåãóëÿðíû è ñîåäèíåíû ð¼áðàìè èç T ′2∪T ′3 òîëüêî ñ ðåãóëÿðíûìè
âåðøèíàìè (íàïðàâëåíèÿ ýòèõ ð¼áåð íå èìåþò çíà÷åíèÿ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: äëÿ êàæäîé äóãè èç T ′1,
îáà êîíöà êîòîðîé ðåãóëÿðíû, õîòÿ áû îäèí èç êîíöîâ ýòîé äóãè ñîåäè-
í¼í ðåáðîì èç T ′2 ∪ T ′3 ñ íåðåãóëÿðíîé âåðøèíîé. Îöåíèì ñ äâóõ ñòîðîí
êîëè÷åñòâî eð-í òàêèõ ð¼áåð èç T ′2 ∪ T ′3, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ðåãóëÿðíóþ
âåðøèíó ñ íåðåãóëÿðíîé. Ïîñêîëüêó íåðåãóëÿðíûìè âåðøèíàìè â K ÿâ-
ëÿþòñÿ òîëüêî íà÷àëà è êîíöû öåïåé èç T ′1, òî ÷èñëî âñåõ ðåãóëÿðíûõ
âåðøèí nðåã > n − 2p(T ′1). Åñëè öåïü òóðà T ′1 ñîäåðæèò r ðåãóëÿðíûõ
âåðøèí, òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ èç íèõ èñõîäèò íå ìåíåå r−1

2 ð¼áåð â íåðå-

ãóëÿðíûå âåðøèíû. Ñëåäîâàòåëüíî, eð-í > nðåã−p(T ′1)
2 > n−3p(T ′1)

2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïàðàìåòð eð-í íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà òàêèõ êîíöîâ
ð¼áåð èç T ′2 ∪ T ′3, êîòîðûå âõîäÿò â íåðåãóëÿðíûå âåðøèíû. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî êîíöîâ ð¼áåð èç T ′2 ∪ T ′3 ðàâíî 2(|T ′2| + |T ′3|) = 2(2n − |T ′1|) =
2(n+ p(T ′1)), èç íèõ ðîâíî 2nðåã âõîäÿò â ðåãóëÿðíûå âåðøèíû. Ïîýòîìó
eð-í 6 2(n + p(T ′1)) − 2nðåã 6 2(n + p(T ′1)) − 2(n − 2p(T ′1)) = 6p(T ′1). Òà-

êèì îáðàçîì,
n−3p(T ′1)

2 6 eð-í 6 6p(T ′1). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî p(T ′1) >
n
15 .

Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3).

Åñëè p(T ′1) >
n
15 , òî ñðàçó ïîäà¼ì íà âûõîä ïðîöåäóðû íàáîð ÷àñòè÷-

íûõ òóðîâ T ′1, T
′
2, T

′
3. Ïóñòü p(T ′1) <

n
15 . Ïîêà ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåò-

ñÿ, áóäåì îñóùåñòâëÿòü óëó÷øàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ.
Ïðè p(T ′3) >

9n
16 ïåðåõîäèì íà Ýòàï 1, èíà÷å � íà Ýòàï 2.

Ýòàï 1. Ïîêà p(T ′3) > 9n
16 , áóäåì âûïîëíÿòü óëó÷øàþùèé ïåðåíîñ

äóãè èç îäíîãî èç òóðîâ T ′1, T
′
2 â òóð T ′3. Ïðè ýòîì åñëè â êàêîé-òî ìîìåíò

îêàæåòñÿ, ÷òî p(T ′1) > n
15 , òî ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó. Èíà÷å îíà

äîñòèãàåò âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà p(T ′3) 6
9n
16 è ïåðåõîäèò íà Ýòàï 2.

Ïîêàæåì, ÷òî óêàçàííûé ïåðåíîñ äóãè âîçìîæåí. Ñîãëàñíî ëåììå
1 â òóðàõ T ′1 è T ′2 èìååòñÿ íå áîëåå 3|T ′3| ïëîõèõ äóã äëÿ òóðà T ′3. Èç
íåðàâåíñòâà p(T ′3) > 9n

16 , ñëåäóåò, ÷òî |T
′
3| < n − 9n

16 = 7n
16 è 3|T ′3| < 21n

16 .
Â òî æå âðåìÿ èìååì |T ′1| + |T ′2| = 2n − |T ′3| > 2n − 7n

16 = 25n
16 > 3|T ′3|.

Ýòî ãàðàíòèðóåò íàëè÷èå õîðîøåé äóãè äëÿ òóðà T ′3 â T ′1∪T ′2. Ïîñêîëüêó
p(T ′1) + p(T ′2) + p(T ′3) = (n− |T ′1|) + (n− |T ′2|) + (n− |T ′3|) = 3n− 2n = n è
p(T ′1) > 1, òî p(T ′2) <

7n
16 −1. Èç íåðàâåíñòâà p(T ′3)−p(T ′2) >

9n
16 −

7n
16 +1 =
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2n
16 +1 ñëåäóåò, ÷òî ïåðåíîñ õîðîøåé äóãè â òóð T ′3 ÿâëÿåòñÿ óëó÷øàþùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì äëÿ íàáîðà ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T ′1, T

′
2, T

′
3.

Ýòàï 2. Ïîêà p(T ′1) <
n
15 è p(T ′3) 6

9n
16 , áóäåì âûïîëíÿòü îïèñàííóþ

íèæå ïåðåêðàñêó äóã (îáìåí ð¼áåð ìåæäó òóðàìè), óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð
p(T ′1). Ñîãëàñíî ëåììå 2 â òóðå T ′1 íàéä¼òñÿ äóãà (A,B), îáà êîíöà êî-
òîðîé ðåãóëÿðíû è ñîåäèíåíû ð¼áðàìè èç T ′2 ∪ T ′3 òîëüêî ñ ðåãóëÿðíûìè
âåðøèíàìè (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óâåëè÷èòü êîëè÷åñòâî öåïåé â òóðå T ′1, ïåðåêðàñèì
íåêîòîðûå äóãè òàê, ÷òîáû õîòÿ áû îäíà äóãà öâåòà 1 îêðàñèëàñü öâå-
òîì 2 èëè 3. Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî äóãè (A,D) è (E,B) íà ðèñ. 1
îêðàøåíû â îäèí öâåò, íàïðèìåð, â öâåò 2. Ïåðåêðàñèì äóãó (A,B) â
öâåò 3. Ýòîìó ìîæåò ïîìåøàòü òîëüêî âîçíèêíîâåíèå îäíîöâåòíîãî öèê-
ëà (A,B, F, . . . , C,A), âñå äóãè êîòîðîãî îêðàøåíû öâåòîì 3. Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíî ïåðåêðàñèì äóãó (B,F ) â öâåò 2. Òàêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå îñóùåñòâèìî âñåãäà, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ, êîãäà F = A è
ïåðåêðàñêà äóãè (B,A) â öâåò 2 ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ îäíîöâåòíîãî
öèêëà (B,A,D, . . . , E,B) öâåòà 2. Åñëè D 6= E, òî îêðàñèì äóãè (E,B),
(B,A) è (A,D) öâåòîì 3, à äóãó (A,B) � öâåòîì 2.

Ïóñòü D = E. Ðàññìîòðèì äóãè (X,A) è (B, Y ) öâåòà 1. Ïîñêîëüêó
X 6= Y , òî âåðøèíà D îòëè÷íà õîòÿ áû îò îäíîé èç âåðøèí X èëè Y .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî D 6= X. Åñëè èç âåðøèíû X íå èñõîäèò äóãà öâåòà
2, òî, îñòàâëÿåì öâåòà äóã (A,B), (B,A), (A,D) è (D,B) èñõîäíûìè, à
äóãó (X,A) ïåðåêðàøèâàåì â öâåò 2. Åñëè èç X èñõîäèò äóãà öâåòà 2, òî
èç íå¼ íå èñõîäèò äóãà öâåòà 3. Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåêðàñèì äóãè (X,A) è
(A,D) â öâåò 3, à äóãó (B,A) � â 2. Ïóñòü D = X. Òîãäà D 6= Y . Òåïåðü
îñóùåñòâëÿåì àíàëîãè÷íóþ ïåðåêðàñêó ñ ó÷àñòèåì äóãè (B, Y ): åñëè â
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âåðøèíó Y íå âõîäèò äóãà öâåòà 2, òî ïåðåêðàñèì (B, Y ) â 2, à åñëè â Y
íå âõîäèò äóãà öâåòà 3, òî ïåðåêðàñèì (B, Y ) è (D,B) â 3, à (B,A) � â
2.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà äóãè (A,D) è (E,B) îêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà: (A,D) � â öâåò 2, à (E,B) � â öâåò 3. Ïåðåêðàñèì äóãó
(E,B) â öâåò 2. Åñëè ïðè ýòîì îáðàçóåòñÿ öèêë (B,F, . . . , E,B) öâåòà 2,
òî äîïîëíèòåëüíî ïåðåêðàñèì äóãó (B,F ) â öâåò 3. Äàëåå äåéñòâóåì êàê
â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå (öâåòà äóã (A,D) è (E,B) òåïåðü ñîâïàäàþò).

Ïîêàæåì, ÷òî îïèñàííûé îáìåí äóãàìè ìåæäó òóðàìè, ïðè êîòîðîì
êàêàÿ-òî äóãà òóðà T ′1 ïåðåíîñèòñÿ â T ′2 èëè T ′3, ÿâëÿåòñÿ óëó÷øàþùèì
ïðåîáðàçîâàíèåì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì âàðèàíòå òàêîãî îáìåíà èç
òóðà T ′1 óäàëÿåòñÿ ðîâíî îäíà äóãà, à â êàêîì-òî èç òóðîâ T ′2 èëè T ′3
ñòàíîâèòñÿ íà îäíó äóãó áîëüøå, ëèáî â îäíîì èç ýòèõ òóðîâ ñòàíîâèòñÿ
íà äâå äóãè áîëüøå, à â äðóãîì � íà îäíó ìåíüøå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ïàðàìåòð p(T ′3) ëèáî íå óâåëè÷èâàåòñÿ, ëèáî âîçðàñòàåò íà 1. Îñòà¼òñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî p(T ′1) óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1. Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü,
÷òî äî âûïîëíåíèÿ îáìåíà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(T ′2) − p(T ′1) > 2
(ïîñêîëüêó â ïðîöåññå îáìåíà ÷èñëî öåïåé â êàêîì-òî èç òóðîâ T ′2 èëè T ′3
ìîæåò óìåíüøèòüñÿ íà 2). Èç íåðàâåíñòâ p(T ′1) <

n
15 è p(T ′3) 6

9n
16 ñëåäóåò,

÷òî p(T ′2) > n− n
15−

9n
16 . Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p(T

′
2)−p(T ′1) >

7n
16 −

2n
15 = 73n

15·16 > 2, òàê êàê n > 15.

Åñëè ïîñëå îáìåíà ìåæäó òóðàìè íà÷èíàåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî
p(T ′1) > n

15 , òî ïðîöåäóðà çàâåðøàåò ðàáîòó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå åñëè
p(T ′3) 6

9n
16 , òî ñîâåðøàåòñÿ íîâîå óëó÷øàþùåå ïðåîáðàçîâàíèå íà Ýòàïå

2. Åñëè æå â ðåçóëüòàòå îáìåíà ïàðàìåòð p(T ′3) óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è
ñòàíîâèòñÿ áîëüøå 9n

16 , òî ïðîèçâîäèòñÿ îäèí óëó÷øàþùèé ïåðåíîñ äóãè
èç Ýòàïà 1, ïîñëå ÷åãî ïðîöåäóðà âîçâðàùàåòñÿ íà Ýòàï 2.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ïðîöåäóðû �Âûðàâíèâàíèå
(T ′1�T

′
3)� òóðû T ′1, T

′
2 è T ′3 â K ïðåîáðàçóþòñÿ â òðè ÷àñòè÷íûõ òóðà,

êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò íå ìåíåå n/15 öåïåé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ
êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè Ki îðãðàôà G2,2 îáà ïîñòðîåííûõ â íåé
ïðîöåäóðîé P ′2/3 ÷àñòè÷íûõ òóðà T1(i), T2(i) ñîñòîÿò íå ìåíåå ÷åì èç

ni/15 öåïåé. Ïîýòîìó âûïîëíåíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà p(Tj) > n
15 , j = 1, 2.

Òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû �Âûðàâíèâàíèå(T ′1�T
′
3)� ñîñòàâëÿåò O(n2),

òàê êàê ñîâåðøàåòñÿ íå áîëåå O(n) óëó÷øàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé, íà ïî-
èñê è âûïîëíåíèå êàæäîãî èç êîòîðûõ çàòðà÷èâàåòñÿ âðåìÿ O(n). Ñëåäî-
âàòåëüíî, òðóäîåìêîñòü ïðîöåäóðû P ′2/3 îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû

ïðîöåäóðû P2/3 è îöåíèâàåòñÿ êàê O(n3).
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6. Çàìûêàíèå ÷àñòè÷íûõ òóðîâ â ãàìèëüòîíîâû öèêëû

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíà ôèíàëüíàÿ ïðîöåäóðà àëãîðèòìàA2/3−ε,
êîòîðàÿ ïîëó÷àåò íà âõîäå íàáîð ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòè÷íûõ
òóðîâ T1, T2, . . . , Tm, ïîñòðîåííûõ íà Ôàçå 3 àëãîðèòìà. Íåçàâèñèìî îò
÷¼òíîñòè m, äëÿ òóðîâ T2, T3, . . . , Tm âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè:

p(T2) >
n

6
; p(Ti) >

n

15
, i = 3, 4, . . . ,m.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî n > 45(m− 1), ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

p(T2) > 4; p(Ti) > 3(m− 1), i = 3, 4, . . . ,m.

Îïèñàííàÿ íèæå ïðîöåäóðà �Çàìûêàíèå(T1�Tm)� äîïîëíÿåò ÷àñòè÷-
íûå òóðû T1, T2, . . . , Tm äî ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ H1, H2, . . . ,Hm â îðãàôå G. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w(H1) + w(H2) + . . .+ w(Hm) > w(T1) + w(T2) + . . .+ w(Tm).

Çàìûêàíèå(T1�Tm).

Ôîðìèðóåì ãàìèëüòîíîâû öèêëû ïî ïîðÿäêó, íà÷èíàÿ ñ H1. Äëÿ çà-
ìûêàíèÿ òóðà T1 â öèêë H1 èñïîëüçóåì ëþáûå äóãè èñõîäíîãî ãðàôà G,
ñîåäèíÿþùèå öåïè òóðà T1 â öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Åñëè êàêàÿ-òî äóãà
ïðèíàäëåæèò äðóãîìó ÷àñòè÷íîìó òóðó Ti, òî ïåðåáðàñûâàåì å¼ â öèêë
H1. Ïðè ýòîì ÷èñëî öåïåé â òóðå Ti óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî îáëåã÷àåò
åãî ïîñëåäóþùåå çàìûêàíèå.

Äàëåå ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû, ðàçðàáîòàííîé â [11], çà âðåìÿ O(n)
äîïîëíÿåì òóð T2 äî ãàìèëüòîíîâà öèêëà H2, íå èìåþùåãî îáùèõ äóã ñ
óæå ïîñòðîåííûì öèêëîì H1. Êàê ïîêàçàíî â [11], òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå
îñóùåñòâèìî, åñëè òóð T2 ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åòûð¼õ öåïåé.

Ïóñòü 3 6 k 6 m. Äàëåå îïèñûâàåòñÿ ïðîöåäóðà çàìûêàíèÿ ÷àñòè÷íî-
ãî òóðà Tk â ãàìèëüòîíîâ öèêë Hk ïðè óñëîâèè, ÷òî k−1 ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ H1, H2, . . . , Hk−1 óæå ïîñòðîåíû.

Èç ïðèâåä¼ííûõ âûøå íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî ÷àñòè÷íûé òóð Tk ñî-
äåðæèò íå ìåíåå 3(m − 1) öåïåé. Áóäåì íàçûâàòü äóãè ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ H1, H2, . . . , Hk−1 çàïðåù¼ííûìè ïðè ïîñòðîåíèè öèêëà Hk, à âñå
îñòàëüíûå äóãè îðãðàôà G � äîïóñòèìûìè. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîé
íà÷àëüíîé âåðøèíû öåïè òóðà Tk èìååòñÿ k − 1 âõîäÿùèõ çàïðåù¼ííûõ
äóã, à äëÿ êàæäîé êîíöåâîé âåðøèíû èìååòñÿ k − 1 èñõîäÿùèõ çàïðå-
ù¼ííûõ äóã. Áóäåì ñîåäèíÿòü öåïè òóðà Tk äîïóñòèìûìè äóãàìè, ïîêà
êîëè÷åñòâî öåïåé íå ñòàíåò ðàâíûì 3(k − 1). Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, òàê
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êàê ïðè áîëüøåì êîëè÷åñòâå öåïåé èç êîíöåâîé âåðøèíû êàæäîé öåïè
èñõîäèò íå ìåíåå 3(k − 1) äóã â íà÷àëüíûå âåðøèíû äðóãèõ öåïåé, ïðè-
÷¼ì íå áîëåå ÷åì k − 1 èç ýòèõ äóã ìîãóò áûòü çàïðåù¼ííûìè. Ïóñòü
ïîëó÷åííûé ÷àñòè÷íûé òóð ñîñòîèò èç öåïåé P1, P2, . . . , P3k−4, P3k−3,
ãäå Pi = (si, . . . , ti) ïðè i = 1, 2, . . . , 3k − 3.

Äîêàæåì, ÷òî âñå öåïè óäàñòñÿ ñîåäèíèòü â îäíó öåïü, íå èìåþùóþ
îáùèõ äóã ñ óæå ïîñòðîåííûìè ãàìèëüòîíîâûìè öèêëàìè. Çàìåòèì, ÷òî
åñëè íåñêîëüêî öåïåé óæå ñîåäèíåíû â îäíó, òî ê å¼ êîíöó íåëüçÿ äîáà-
âèòü íå áîëåå ÷åì k−1 èç îñòàâøèõñÿ öåïåé. Ïîýòîìó óäàñòñÿ ñîåäèíèòü
â îäíó öåïü P ′ êàêèå-òî 2k − 2 öåïè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî P ′ = P1 → P2 → . . . → P2k−3 → P2k−2. Äîêàæåì, ÷òî îñòàâ-
øèåñÿ öåïè óäàñòñÿ äîáàâèòü ê P ′, âñòàâëÿÿ èõ ëèáî ìåæäó íåêîòîðûìè
äâóìÿ öåïÿìè, ëèáî â íà÷àëî èëè êîíåö öåïè P ′. Äåéñòâèòåëüíî, âñåãî
â P ′ èìååòñÿ 2k − 1 ïîçèöèé äëÿ âñòàâêè ñëåäóþùåé öåïè P2k−1, ïðè
ýòîì íå áîëåå ÷åì 2(k − 1) èç ýòèõ ïîçèöèé ìîãóò áûòü çàïðåùåííûìè
(ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïîçèöèÿ ìåæäó öåïÿìè Pi è Pi+1 çàïðåùåíà äëÿ âñòàâêè
öåïè P2k−1, åñëè êàêàÿ-òî èç äóã (ti, s2k−1) èëè (t2k−1, si+1) ÿâëÿåòñÿ çà-
ïðåù¼ííîé). Òàêèì îáðàçîì, óäà¼òñÿ äîáàâèòü ê P ′ öåïü P2k−1, à çàòåì
è âñå îñòàëüíûå öåïè, òàê êàê êîëè÷åñòâî ïîçèöèé äëÿ âñòàâêè êàæäîé
ñëåäóþùåé öåïè óâåëè÷èâàåòñÿ, à ÷èñëî çàïðåù¼ííûõ ïîçèöèé âñåãäà íå
ïðåâîñõîäèò 2(k − 1). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îäíó ãàìèëüòîíâó öåïü P .
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî P = P1 → P2 → . . . → P3k−4 → P3k−3.

Ïóñòü 2 6 i 6 j 6 3k− 4. Íàçîâ¼ì (Pi, Pj)-ïåðåñòàíîâêîé ñëåäóþùåå
ïåðåóïîðÿäî÷åíèå öåïåé âíóòðè P : (P1, P2, . . . , P3k−3)→ (Pi, Pi+1, . . . , Pj ,
P1, . . . , Pi−1, Pj+1, . . . , P3k−3). Áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêó óñïåøíîé,
åñëè äóãè (tj , s1), (ti−1, sj+1) è (t3k−3, si) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. òî åñòü
ïðè äîáàâëåíèÿ ê ïîëó÷åííîé öåïè äóãè (t3k−3, si) ïîëó÷àåòñÿ ãàìèëüòî-
íîâ öèêë Hk, íå èìåþùèé îáùèõ äóã ñ öèêëàìè H1, H2, . . . , Hk−1. Äàëåå
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè, ïîêà íå óäàñòñÿ ñäåëàòü óñïåøíóþ ïåðå-
ñòàíîâêó.

Øàã 0.

Åñëè äóãà (t3k−3, s1) äîïóñòèìà, òî, äîáàâëÿåì å¼ ê P è ïîëó÷àåì ãàìèëü-
òîíîâ öèêë Hk. Èíà÷å ïåðåõîäèì íà Øàã 1.

Øàã l (1 6 l 6 k − 2).
Ñ÷èòàåì, ÷òî ê íà÷àëó øàãà l ñëåäóþùèå äóãè ÿâëÿþòñÿ çàïðåù¼ííûìè
(èíà÷å öèêë Hk áûë ïîñòðîåí íà îäíîì èç ïðåäûäóùèõ øàãîâ):

� (t3k−3, s1), (t3k−4, s1) , . . . , (t3(k−1)−l+1, s1) � l äóã, âõîäÿùèõ â âåð-
øèíó s1;
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� (t3k−3, s1), (t3k−3, s2) , . . . , (t3k−3, sl) � l äóã, èñõîäÿùèõ èç âåðøèíû
t3k−3.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Al, ñîñòîÿùåå èç âñåõ (Pl+1, Pj)-
ïåðåñòàíîâîê, ãäå j = l + 1, . . . , 3(k − 1) − l. Â ýòîì ìíîæåñòâå íàéä¼òñÿ
óñïåøíàÿ ïåðåñòàíîâêà, åñëè ïðè íåêîòîðîì j ∈ {l + 1, . . . , 3(k − 1) − l}
äóãè (tj , s1), (tl, sj+1) è (t3k−3, sl+1) ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ïîêàæåì,
÷òî åñëè íè îäíà èç ïåðåñòàíîâîê â Al íå ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîé, òî äóãà
(t3k−3, sl+1) çàïðåùåíà. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè l èçâåñòíûõ ê íà÷àëó Øàãà l
çàïðåù¼ííûõ äóã, âõîäÿùèõ â s1, íåò äóã èç ìíîæåñòâà {(tj , s1) | j = l +
1, . . . , 3(k−1)−l}. Ïîýòîìó â ýòîì ìíîæåñòâå çàïðåù¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ íå
áîëåå k−1−l äóã. Ñðåäè äóã ìíîæåñòâà {(tl, sj+1)|j = l+1, . . . , 3(k−1)−l}
çàïðåùåíû íå áîëåå ÷åì k− 1 äóã. Òàêèì îáðàçîì, íå áîëåå ÷åì (k− 1−
l)+(k−1) = 2(k−1)− l ïåðåñòàíîâîê èç Al ìîãóò áûòü íåóñïåøíûìè èç-
çà çàïðåù¼ííîñòè äóãè, ïðèíàäëåæàùåé îäíîìó èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ.
Ïîñêîëüêó îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê â Al ðàâíî 3(k − 1)− 2l, è

3(k − 1)− 2l − (2(k − 1)− l) = k − 1− l > k − 1− (k − 2) = 1,

òî â Al íàéä¼òñÿ óñïåøíàÿ ïåðåñòàíîâêà, åñëè äóãà (t3k−3, sl+1) äîïóñòè-
ìà. Ïîýòîìó ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî äóãà (t3k−3, sl+1) ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Bl, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
(Pi, P3(k−1)−l)-ïåðåñòàíîâîê, ãäå i = l+2, . . . , 3(k−1)−l. Â ýòîì ìíîæåñòâå
íàéä¼òñÿ óñïåøíàÿ ïåðåñòàíîâêà, åñëè ïðè íåêîòîðîì i ∈ {l+2, . . . , 3(k−
1) − l} äóãè (t3(k−1)−l, s1), (ti−1, s3(k−1)−l+1) è (t3k−3, si) ÿâëÿþòñÿ äîïó-
ñòèìûìè. Ïîêàæåì, ÷òî åñëè íè îäíà èç ïåðåñòàíîâîê â Bl íå ÿâëÿåòñÿ
óñïåøíîé, òî äóãà (t3(k−1)−l, s1) çàïðåùåíà. Íà äàííûé ìîìåíò èçâåñòíî
l çàïðåù¼ííûõ äóã, âõîäÿùèõ â âåðøèíó s1, è óæå l + 1 çàïðåù¼ííûõ
äóã, èñõîäÿùèõ èç t3k−3 (ñ ó÷¼òîì äóãè (t3k−3, sl+1)). Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè
ïîñëåäíèõ îòñóòñòâóþò äóãè ìíîæåñòâà {(t3k−3, si) | i = l + 2, . . . , 3(k −
1)− l}. Ïîýòîìó â ýòîì ìíîæåñòâå çàïðåù¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì
k−1−(l+1) äóã. Âî ìíîæåñòâå {(ti−1, s3(k−1)−l+1)|i = l+2, . . . , 3(k−1)−l}
çàïðåùåíû íå áîëåå k−1 äóã. Ñëåäîâàòåëüíî, íå áîëåå ÷åì 2(k−1)− l−1
ïåðåñòàíîâîê èç ìíîæåñòâà Bl ìîãóò áûòü íåóñïåøíûìè èç-çà çàïðåù¼í-
íîñòè äóãè, ïðèíàäëåæàùåé îäíîìó èç óêàçàííûõ ìíîæåñòâ. Ïîñêîëüêó
îáùåå êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê â Bl ðàâíî 3(k − 1)− 2l − 1, è

3(k − 1)− 2l − 1− (2(k − 1)− l − 1) = k − 1− l > k − 1− (k − 2) = 1,

òî â Bl íàéä¼òñÿ óñïåøíàÿ ïåðåñòàíîâêà, åñëè äóãà (t3(k−1)−l, s1) äîïóñòè-
ìà. Ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî äóãà (t3(k−1)−l, s1) ÿâëÿåòñÿ çàïðåù¼ííîé,
è ïåðåõîäèì íà Øàã l + 1.
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Åñëè âûïîëíåíû âñå øàãè, íî ñðåäè ðàññìîòðåííûõ ïåðåñòàíîâîê íå
îêàçàëîñü íè îäíîé óñïåøíîé, òî èìååì ñëåäóþùèå çàïðåù¼ííûå äóãè:

� (t3k−3, s1), (t3k−4, s1), . . . , (t2k, s1), (t2k−1, s1) � k − 1 äóã, âõîäÿùèõ
â âåðøèíó s1;

� (t3k−3, s1), (t3k−3, s2), . . . , (t3k−3, sk−2), (t3k−3, sk−1) � k − 1 äóã, èñ-
õîäÿùèõ èç âåðøèíû t3k−3.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âñå îñòàëüíûå âõîäÿùèå â s1 è èñõîäÿùèå èç t3k−3
äóãè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Cl, ñîñòîÿùåå èç âñåõ (Pi, P2k−2)-
ïåðåñòàíîâîê, ãäå i = k, k + 1, . . . , 2k − 2. Â ýòîì ìíîæåñòâå íàéä¼òñÿ
óñïåøíàÿ ïåðåñòàíîâêà, åñëè ïðè íåêîòîðîì i ∈ {k, k + 1, . . . , 2k − 2}
äóãè (t2k−2, s1), (ti−1, s2k−1) è (t3k−3, si) äîïóñòèìû. Èç ñäåëàííûõ âû-
øå ïðåäïîëîæåíèé ñëåäóåò, ÷òî äóãà (t2k−2, s1) è âñå äóãè (t3k−3, si), ãäå
i = k, k + 1, . . . , 2k − 2, ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
íè îäíà ïåðåñòàíîâêà èç ìíîæåñòâà Cl íå ÿâëÿåòñÿ óñïåøíîé, òî çàïðå-
ù¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå k − 1 âõîäÿùèõ â âåðøèíó s2k−1 äóã:
(ti−1, s2k−1), i = k, k + 1, . . . , 2k − 2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå äðóãèå âõîäÿ-
ùèå â âåðøèíó s2k−1 äóãè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Òåïåðü ìû ìîæåì ñîåäèíèòü âñå öåïè òóðà Tk êðîìå Pk−1 â îäèí
öèêë: (P1 → P2 → . . . → Pk−2 → P2k−1 → P2k → . . . → P3k−3 → Pk →
Pk+1 → . . . → P2k−2 → P1), ïîñêîëüêó äóãè (tk−2, s2k−1), (t3k−3, sk) è
(t2k−2, s1) äîïóñòèìû. Öåïü Pk−1 òàêæå ìîæíî âñòàâèòü â ýòîò öèêë ìåæ-
äó êàêèìè-òî äâóìÿ öåïÿìè, ïîñêîëüêó ñðåäè 3k−4 ïîçèöèé äëÿ âñòàâêè
çàïðåù¼ííûìè ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì 2(k− 1). Òàê êàê 3k− 4 > 2(k− 1)
ïðè k > 3, òî íàéä¼òñÿ ïîçèöèÿ, êóäà ìîæíî âñòàâèòü öåïü Pk−1. Òàêèì
îáðàçîì, ïîëó÷àåì ãàìèëüòîíîâ öèêëHk, íå èìåþùèé îáùèõ ð¼áåð ñ óæå
ïîñòðîåííûìè ãàìèëüòîíîâûìè öèêëàìè.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè êàæäîãî ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà ñîåäè-
íåíèå âñåõ öåïåé òóðà Tk â ãàìèëüòîíîâó öåïü P ïðîèçâîäèòñÿ çà âðåìÿ
O(mn), à ýòàï ïðåîáðàçîâàíèÿ öåïè P â ãàìèëüòîíîâ öèêë òàêæå âûïîë-
íÿåòñÿ çà âðåìÿ O(mn), ïîñêîëüêó ïðîñìàòðèâàåòñÿ ïîðÿäêà m2 < mn
âîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê öåïåé. Òàêèì îáðàçîì, òðóäî¼ìêîñòü ïîñòðîå-
íèÿ m ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ïðîöåäóðîé �Çàìûêàíèå(T1�Tm)� îöåíèâà-
åòñÿ êàê O(m2n).

7. Îöåíêà òî÷íîñòè è òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà A2/3−ε

Äîêàæåì, ÷òî àëãîðèòì A2/3−ε îáëàäàåò îöåíêîé òî÷íîñòè 2/3 ïðè

÷¼òíûõ m è îöåíêîé 2
3 −

1
5m ïðè íå÷¼òíûõ m. Íà Ôàçå 1 â îðãðàôå G
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íàõîäèòñÿ ïîäãðàô Gm,m, âåñ êîòîðîãî íå ìåíüøå âåñà îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è m-APSP-max. Äàëåå â Gm,m ñòðîÿòñÿ ð¼áåðíî íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ ÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2, . . . , Tm. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. m ÷¼òíî. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ èç ïàð ÷àñòè÷íûõ òóðîâ,
ïîëó÷åííûõ ïðîöåäóðîé P2/3 èëè ïðîöåäóðîé P ′2/3, èìååò âåñ íå ìåíü-

øå, ÷åì 2/3 îò âåñà ñîîòâåòñòâóþùåãî (2, 2)-ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà Gi
2,2.

Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ

w(T1) + . . .+ w(Tm) >
2

3

(
w(G1

2,2) + . . .+ w(G
m/2
2,2 )

)
=

2

3
w(Gm,m) >

2

3
w∗.

Ñëó÷àé 2.m íå÷¼òíî. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ T1, T2, . . . , Tm

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

w(T1) + w(T2) + w(T3) >
3

5
w(G3,3);

w(T4) + . . .+ w(Tm) >
2

3

(
w(G1

2,2) + . . .+ w(G
(m−3)/2
2,2 )

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

w(T1)+w(T2)+. . .+w(Tm) >
3

5
w(G3,3)+

2

3

(
w(G1

2,2) + . . .+ w(G
(m−3)/2
2,2 )

)
=

=
2

3
w(Gm,m)−

(
2

3
− 3

5

)
w(G3,3) =

2

3
w(Gm,m)− 1

15
w(G3,3).

Òàê êàê îðãðàôG3,3 îáðàçîâàí òðåìÿ ñàìûìè �ë¼ãêèìè� 2-ôàêòîðàìè
âGm,m (ñì. Ôàçó 2 àëãîðèòìàA2/3−ε), òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî w(G3,3) 6
3
mw(Gm,m). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

w(T1) + w(T2) + . . .+ w(Tm) >

(
2

3
− 1

5m

)
w(Gm,m) >

(
2

3
− 1

5m

)
w∗.

Íà Ôàçå 4 àëãîðèòìà ÷àñòè÷íûå òóðû T1, T2, . . . , Tm äîïîëíÿþòñÿ äî
ð¼áåðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ H1, H2, . . . ,Hm ñ ïî-
ìîùüþ ïðîöåäóðû �Çàìûêàíèå(T1�Tm)�. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé âåñ öèê-
ëîâ ìîæåò òîëüêî âîçðàñòàòü, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

w(H1) + w(H2) + . . .+ w(Hm) > w(T1) + w(T2) + . . .+ w(Tm).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì ÷¼òíîì m âåñ íàéäåííîãî àëãîðèòìîì A2/3−ε
ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è m-APSP-max áóäåò íå ìåíüøå 2

3w
∗, à

ïðè íå÷¼òíîì m � íå ìåíüøå
(
2
3 −

1
5m

)
w∗.
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Îöåíèì òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà A2/3−ε. Ôàçà 1 âûïîëíÿåòñÿ çà âðå-
ìÿ O(mn3), îïðåäåëÿåìîå ïðèìåíåíèåì àëãîðèòìà Ãàáîâà èç [21]. Òðóäî-
¼ìêîñòü Ôàçû 2 îïðåäåëÿåòñÿ âðåìåíåì ðàáîòû àëãîðèòìà Õîïêðîôòà è
Êàðïà èç [25] è îöåíèâàåòñÿ êàê O(m2n3/2). Íà Ôàçå 3 íå áîëåå ÷åì m/2
ðàç ïðèìåíÿþòñÿ ïðîöåäóðû, âðåìÿ ðàáîòû êàæäîé èç êîòîðûõ íå ïðå-
âîñõîäèò O(n3). Ïîýòîìó òðóäî¼ìêîñòü Ôàçû 3 îöåíèâàåòñÿ êàê O(mn3).
Íàêîíåö, âðåìÿ âûïîëíåíèÿ Ôàçû 4 íå ïðåâîñõîäèò O(m2n). Ó÷èòûâàÿ,
÷òî m < n, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãî-
ðèòìà A2/3−ε îöåíèâàåòñÿ êàê O(mn3). Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

8. Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòëè÷èå îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷åííîãî íàìè
àëãîðèòìà îò 2/3 ïðè íå÷¼òíûõ çíà÷åíèÿõ m âûçâàíî îäíîêðàòíûì ïðè-
ìåíåíèåì ïðîöåäóðû P3/5 èç [12] íà Ôàçå 3 àëãîðèòìà. Ýòî îòëè÷èå íå
ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðåîäîëèìûì è îáóñëîâëåíî ëèøü ñïåöèôèêîé èçáðàí-
íîãî íàìè ïîäõîäà ïî ðàçáèåíèþ (m,m)-ðåãóëÿðíîãî îðãðàôà Gm,m íà
(2, 2)-ðåãóëÿðíûå ïîäãðàôû è ïðèìåíåíèþ ïðîöåäóð èç èçâåñòíûõ àëãî-
ðèòìîâ. Ïîýòîìó öåëüþ áëèæàéøèõ èññëåäîâàíèé ìîæåò ñòàòü ðàçðà-
áîòêà äëÿ çàäà÷è m-APSP-max ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà, èìåþùåãî
ãàðàíòèðîâàííóþ îöåíêó òî÷íîñòè 2/3 ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ m > 2.
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A POLYNOMIAL APPROXIMATION ALGORITHM WITH THE
ASYMPTOTIC RATIO 2/3 FOR THE ASYMMETRIC MAXIMIZATION

VERSION OF THE M -PSP
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Abstract. In 2005, Kaplan et.al presented a polynomial-time algorithm
with guaranteed approximation ratio 2/3 for the maximization version
of the asymmetric TSP. In 2014, Glebov, Skretneva, and Zambalaeva
constucted a similar algorithm with approximation ratio 2/3 and cubic
running-time for the maximization version of the assymetric 2-PSP
problem (2-APSP-max), where the task is to �nd two edge-disjoint
Hamiltonian circuits of maximum total weight in a complete directed
weighted graph. In this paper we present a more general result by
constructing an approximation algorithm with the asymptotic ratio 2/3
and with running-time O(mn3) for them-APSP-max problem, where the
goal is to �nd m edge-disjoint Hamiltonian circuits of maximum total
weight in a complete directed weighted graph of order n.

Keywords: Hamiltonian cycle, Ttraveling Salesman Problem, m-
Peripatetic Salesman Problem, approximation algorithm, guaranteed
approximation ratio.
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