
ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÏÅÐÀÖÈÉ
******** 2000. Òîì 55, � 10. C. 3�14

ÓÄÊ 519.8

Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

ÇÀÄÀ×È ÑÈÍÒÅÇÀ ÀÍÒÅÍÍÎÉ

ÐÅØÅÒÊÈ *)

À. Â. Åðåìååâ1,2

1 Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë.Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Àêàä. Êîïòþãà, 4, 630090 Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ,
2 Îìñêèé ãîñ. óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî,

ïð. Ìèðà, 55À, 644077 Îìñê, Ðîññèÿ

*

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñèíòåçà ôàçèðîâàííîé àí-
òåííîé ðåøåòêè, êîòîðàÿ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ôàç è àìïëèòóä
äëÿ âñåõ èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, êîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷àåìàÿ
äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïî êàæäîìó ðàññìàòðèâàåìîìó íàïðàâ-
ëåíèþ ïðèíàäëåæàëà çàäàííîìó ìíîæåñòâó. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîèñê
äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà-
÷åé â ñëó÷àå, êîãäà ïî êàæäîìó ðàññìàòðèâàåìîìó íàïðàâëåíèþ äî-
ïóñêàåòñÿ îäíî èëè äâà çíà÷åíèÿ ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ. Êðîìå òîãî,
äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü ïîèñêà äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ â çàäà÷å ñèíòå-
çà ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé àíòåííîé ðåøåòêè, êîãäà òðåáóåòñÿ ÷òîáû
ïîëó÷àåìàÿ äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïî êàæäîìó ðàññìàòðèâàå-
ìîìó íàïðàâëåíèþ ïðèíàäëåæàëà çàäàííîìó èíòåðâàëó è àìïëèòó-
äû âñåõ èçëó÷àòåëåé áûëè îäèíàêîâû. Áèáëèîãð. 18.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü, àíòåííàÿ ðåøåòêà,
ñâîäèìîñòü, NP-ïîëíîòà.

Ââåäåíèå

Ôàçèðîâàííàÿ àíòåííàÿ ðåøåòêà (ÔÀÐ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâî-
êóïíîñòü èçëó÷àòåëåé, ïîäêëþ÷åííûõ ê óñòðîéñòâàì, îáåñïå÷èâàþùèì
òðåáóåìîå ðàñïðåäåëåíèå ôàç è àìïëèòóä íà ýòèõ èçëó÷àòåëÿõ. ÔÀÐ øè-
ðîêî èñïîëüçóþòñÿ â äèàïàçîíå ñâåðõâûñîêèõ ÷àñòîò äëÿ ïîëó÷åíèÿ èç-
ëó÷åíèÿ ñ çàäàííîé äèàãðàììîé íàïðàâëåííîñòè (ñì., íàïðèìåð, [6]). Â

*)Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîãî çàäàíèÿ ÈÌ ÑÎ ÐÀÍ (ïðî-
åêò FWNF-2022-0020).
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äèàïàçîíå âûñîêèõ ÷àñòîò, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êîðîòêèì âîëíàì, òà-
êèå ñèñòåìû ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óâåëè÷åíèå ýíåðãèè êàíàëà ñâÿçè èëè
ñîêðàùåíèå çàíèìàåìîãî ïðîñòðàíñòâà [9, 14].

Çàäà÷à ñèíòåçà ÔÀÐ çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå ôàç è àìïëèòóä äëÿ âñåõ
èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, êîãäà òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïîëó÷àåìàÿ äèàãðàììà
íàïðàâëåííîñòè ïî êàæäîìó èç ðàññìàòðèâàåìûõ íàïðàâëåíèé ïðèíàä-
ëåæàëà çàäàííîìó ìíîæåñòâó. Â íåêîòîðûõ ôîðìóëèðîâêàõ çàäà÷ó ñèí-
òåçà ÔÀÐ óäàåòñÿ ðåøèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [2, 3] èëè ìåòîäîâ ëèíåéíîé àëãåáðû [15, 16]. Â ÷àñòíî-
ñòè, â [8] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ
îòûñêàíèå âîçáóæäåíèé çàäàííîãî íàáîðà ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ
èñòî÷íèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñîçäàòü èíòåíñèâíîñòü äàëüíåãî ïîëÿ,
êîòîðàÿ ìàêñèìàëüíà â çàäàííîì íàïðàâëåíèè è ïîä÷èíÿåòñÿ ïðîèçâîëü-
íûì âåðõíèì ãðàíèöàì â äðóãèõ íàïðàâëåíèÿõ. Îäíàêî, ìíîãèå àâòîðû
âûíóæäåíû èñïîëüçîâàòü áîëåå òðóäîåìêèå ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå äëÿ
ðåøåíèÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, òàêèå êàê ìóëüòèñòàðò ãðàäèåíò-
íîé îïòèìèçàöèè [7, 18], ìåòàýâðèñòèêè [1, 13], ìåòîäû, îñíîâàííûå íà
ïîëóîïðåäåëåííîé ðåëàêñàöèè [4] è ò. ä.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ NP-òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå
äëÿ äâóõ âàðèàíòîâ çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ. Ïåðâûé âàðèàíò ñîîòâåòñòâó-
åò ïîñòàíîâêå èç [4], íî èìååò ñïåöèôè÷åñêèå òðåáîâàíèÿ ê äèàãðàììå
íàïðàâëåííîñòè. Âòîðîé âàðèàíò ïðåäïîëàãàåò ñèíòåç ôàç â èçëó÷àòå-
ëÿõ ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé ðåøåòêè ñ áîëåå ðåàëèñòè÷íûìè òðåáîâàíè-
ÿìè îòíîñèòåëüíî äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè. Ñâîéñòâà NP-òðóäíîñòè
âûòåêàþò èç ïîëó÷åííûõ â òåîðåìàõ 1 è 2 ñâîéñòâ NP-ïîëíîòû ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, ñôîðìóëèðîâàííûõ â ðàçäåëàõ 1.
è 2..

1. Çàäà÷à ñèíòåçà ôàçèðîâàííîé àíòåííîé ðåøåòêè

Ðàññìîòðèì ÔÀÐ, ñîñòîÿùóþ èç N èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, ðàçìå-
ùåííûõ â òî÷êàõ rk, k = 1, . . . , N èç R3. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
çàäà÷à îïèñàíà â ñëó÷àå, êîãäà äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè ïàðàìåòðèçî-
âàíà òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïîëÿðíîãî óãëà θ â ôèêñèðîâàííîé àçèìóòàëü-
íîé ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îïóùåíà â îáîçíà÷åíèÿõ. Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé,
êîãäà äèàãðàììà íàïðàâëåííîñòè çàäàåòñÿ êàê ïî àçèìóòàëüíîìó, òàê è
ïî ïîëÿðíîìó óãëîâîìó íàïðàâëåíèþ, ñóùåñòâåííî íå óñëîæíèò çàäà÷ó.
Ïóñòü êàæäûé ýëåìåíò k ñîçäàåò ïàðöèàëüíîå ïîëå gk(θ) â íàïðàâëåíèè
θ, ò.å. gk(θ) � íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîçäàâàåìîãî â íà-
ïðàâëåíèè θ íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè (ò.å. êîãäà ðàçìåðû ÔÀÐ ïðåíåáðå-
æèìî ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññòîÿíèåì äî ïðèåìíèêà) ïðè ïðîòåêàíèè
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åäèíè÷íîãî òîêà ÷åðåç èçëó÷àþùèé ýëåìåíò k. Íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè
íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ f(θ), èçëó÷àåìîãî âñåé ÔÀÐ â íàïðàâëåíèè θ, òîãäà
èìååò âèä (ñì., íàïðèìåð, [4], èëè ïîäðîáíåå â �1.13 [19])

f(θ) = a(θ)Hw, (1)

ãäå

a(θ) = (g1(θ)e
2πj⟨r1,r(θ)⟩/λ, . . . , gN (θ)e2πj⟨rN ,r(θ)⟩/λ)H , (2)

λ � äëèíà âîëíû, j � ìíèìàÿ åäèíèöà, ⟨·⟩ � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
w � êîìïëåêñíûé âåêòîð âîçáóæäåíèÿ, îïðåäåëÿþùèé êàê àìïëèòóäó
òîêà |wk|, òàê è åãî ôàçó Arg(wk) â êàæîì èçëó÷àòåëå k. Íàêîíåö, r(θ)
� åäèíè÷íûé âåêòîð â íàïðàâëåíèè θ, à âåðõíèé èíäåêñ H îáîçíà÷àåò
ýðìèòîâó òðàíñïîçèöèþ âåêòîðà. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ ai := a(θi), fi :=
f(θi) = aHi w, x = (Re(w), Im(w))T ∈ R2N×1, è

Ai =

(
Re(aTi ) −Im(aTi )

Im(aTi ) Re(aTi )

)
=

(
a
(11)
i . . . a

(1,2N)
i

a
(21)
i . . . a

(2,2N)
i

)
∈ R2×2N ,

ãäå T îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ âåðñèÿ (1),(2)
äëÿ íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ â íàïðàâëåíèè θi òîãäà èìååò âèä (ïîäðîáíåå
ñì., íàïðèìåð, ï. 2.1 â [18]):

(Re(fi), Im(fi))
T = Aix. (3)

Ìîùíîñòü, èçëó÷àåìàÿ ÔÀÐ â íàïðàâëåíèè θi, ðàâíà

|fi|2 = xTQix, ãäå Qi = AT
i Ai. (4)

Çàäà÷à ñèíòåçà ÔÀÐ (ñì., íàïðèìåð, [4]) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âåêòîðà âîç-
áóæäåíèé x òàêîãî, ÷òî äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé i = 1, . . . , I, ìîùíîñòü |fi|2,
èçëó÷àåìàÿ ðåøåòêîé â íàïðàâëåíèè i, ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ïîäìíî-
æåñòâó Ci ⊂ R.

Ýòà çàäà÷à ïîëàãàëàñü NP òðóäíîé â [4] áåç ñòðîãîãî äîêàçàòåëü-
ñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî îíà íå ïðîùå, ÷åì ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ
ñâîéñòâ (íàçîâåì åå ðàñïîçíàâàòåëüíûì âàðèàíòîì äèñêðåòíîé çàäà÷è

ñèíòåçà ÔÀÐ): äàíî I öåëî÷èñëåííûõ 2× 2N -ìàòðèö Ai, i = 1, . . . , I, è
2I öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé αi, βi, i = 1, . . . , I, ãäå αi ⩽ βi, i = 1, . . . , I.
Ñóùåñòâóåò ëè âåêòîð x ∈ R2N , òàêîé ÷òî

xTAT
i Aix ∈ {αi, βi}, i = 1, . . . , I ? (5)
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Òåîðåìà 1. Ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà

ÔÀÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ òåõíè÷åñêóþ
ëåììó, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåííóþ êîîðäèíàöèþ (ñèíõðîíèçà-
öèþ) âîçáóæäåíèé â ýëåìåíòàõ k = 1, . . . , N − 1 ñ ýëåìåíòîì N .

Ëåììà 1. Åñëè N ⩾ 3 è ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé ñîäåðæèò ñëåäóþùèå

òðè áëîêà îãðàíè÷åíèé

xTQkx = x2k + x2N+k ∈ {0, 1} ïðè k < N, (6)

xTQ3x = x2N + x22N = 1, (7)

xTQ4x = 4x2k +4x2N+k +x2N +x22N +4xkxN +4xN+kx2N = 1, ïðè k < N,
(8)

òîãäà ïåðåêðåñòíûå ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ ëþáûõ k, ℓ < N óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

xkxℓ + xN+kxN+ℓ =

{
1, åñëè x2k + x2N+k = x2ℓ + x2N+ℓ = 1,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(9)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå x2k + x2N+k = 0
èëè x2ℓ + x2N+ℓ = 0, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì xkxℓ + xN+kxN+ℓ = 0, ÷òî
óäîâëåòâîðÿåò (9).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé x2k + x2N+k = x2ℓ + x2N+ℓ = 1. Òîãäà óñëîâèå (8)
îçíà÷àåò, ÷òî

xkxN + xN+kx2N = −1. (10)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè óñëîâèè x2k + x2N+k = x2N + x22N = 1, ìèíèìóì
âûðàæåíèÿ xkxN + xN+kx2N ðàâåí −1, è îí äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà xk = −xN , xN+k = −x2N . Êàê ðàç ýòîãî è òðåáóåò
óñëîâèå (10) äëÿ âñåõ k < N . Ïîýòîìó â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå
xkxℓ + xN+kxN+ℓ = x2N + x22N = 1, ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç
óñëîâèÿ (7). Ëåììà äîêàçàíà.

Êàê âèäíî èç ýòîé ëåììû, îãðàíè÷åíèÿ (8) îáåñïå÷èâàþò ñîãëà-
ñîâàíèå ôàç âî âñåõ èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòàõ, ãäå k < N, ñ ôàçîé â
ýëåìåíòå N , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ðàñïî-
çíàâàòåëüíûé âàðèàíò äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ ïðèíàäëåæèò
êëàññó NP. Ìû ñâåäåì ñëåäóþùóþ NP-ïîëíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó
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Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî (ñì., íàïðèìåð, [5]) ê ðàññìàòðèâàåìîé çäåñü
çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ.

Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî: äàí ãðàô G = (V,E) è ïîëîæèòåëüíîå öå-
ëîå ÷èñëî K. Ñîäåðæèò ëè ýòîò ãðàô ïîäìíîæåñòâî âåðøèí S ìîùíî-
ñòè K òàêîå, ÷òî âñå âåðøèíû ýòîãî ïîäìíîæåñòâà ïîïàðíî íåñìåæíû
(ò. å. S ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì).

Îáîçíà÷èì n := |V |,m := |E| è ïðåäïîëîæèì, ÷òî V = {v1, . . . , vn}, à
ðåáðî ñ íîìåðîì r, r = 1, . . . ,m, èìååò âèä er = vk(r)vℓ(r).

Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà G, ò.å. ïðèìåðà çàäà÷è Íåçàâèñèìîå ìíîæå-

ñòâî, ïîñòðîèì ïðèìåð ðàñïîçíàâàòåëüíîé äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà
ÔÀÐ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü N = n+1, è âñå N âåêòîðîâ a1, . . . ,aN
âåùåñòâåííîçíà÷íû:

a1 := (1, 0, 0 . . . , 0)T ,

a2 := (0, 1, 0 . . . , 0)T ,

. . .

aN := (0, 0, . . . , 0, 1)T .

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k, k = 1, . . . , N, ìàòðèöà Ak ñîñòîèò èç íóëåâûõ ýëå-

ìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì a
(1,k)
k = a

(2,N+k)
k = 1.

Ïîäìíîæåñòâà Ck, k = 1, . . . , n, çàäàþòñÿ äâóìÿ äîïóñòèìûìè çíà-
÷åíèÿìè èçëó÷àåìîé ìîùíîñòè αk := 0, βk := 1. Òàêèì îáðàçîì,

Qk = AT
kAi, ãäå âñå ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì q

(kk)
k =

q
(N+k,N+k)
k = 1 ïðè k = 1, . . . , n. Òî åñòü ïåðâûå n îãðàíè÷åíèé â ñè-
ñòåìå (5) èìåþò âèä

x2k + x2N+k ∈ {0, 1}, k = 1. . . . , n. (11)

Îãðàíè÷åíèÿ (11) çàäàþò àëüòåðíàòèâó (0 èëè 1) äëÿ àìïëèòóäû âîç-
áóæäåíèÿ â èçëó÷àþøèõ ýëåìåíòàõ 1, . . . , n, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò àëüòåð-
íàòèâå â çàäà÷å Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî: ëèáî âêëþ÷èòü âåðøèíó vk
â íàáîð S (êîãäà x2k + x2N+k = 1), ëèáî ïðîïóñòèòü ýòó âåðøèíó (êîãäà
x2k + x2N+k = 0). Äëÿ ïîñëåäíåãî ýëåìåíòà ÔÀÐ ôèêñèðóåì åäèíè÷íóþ
àìïëèòóäó:

x2N + x22N = 1, (12)

ïîýòîìó CN = {1}. Ýòîò ýëåìåíò ÔÀÐ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êîîð-
äèíàöèè ôàç âî âñåõ äðóãèõ èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòàõ â òîì æå ñìûñëå,
â êàêîì ýëåìåíò ñ íîìåðîì N èñïîëüçóåòñÿ â ëåììå 1. Ñ ýòîé öåëüþ â
êàæäîì âåêòîðå aN+k, k = 1, . . . , n, ïîëîæèì äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü k-ãî
êîìïîíåíòà ðàâíîé 2, à äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü êîìïîíåíòà N ïîëîæèì
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ðàâíîé 1. Îñòàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå è âñå ìíèìûå ÷àñòè êîìïëåêñíî-
ãî âåêòîðà aN+k ïîëàãþòñÿ ðàâíûìè 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n,

ìàòðèöà AN+k ñîñòîèò èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, çà èñêëþ÷åíèåì a
(1k)
N+k =

a
(2,N+k)
N+k = 2 è a

(1N)
N+k = a

(2,N)
N+k = 1. Ïîäìíîæåñòâà CN+k, k = 1, . . . , n ñîñòî-

ÿò èç îäíîãî ýëåìåíòà, ðàâíîãî 1: αk = 1, βk = 1 äëÿ k = N+1, . . . , N+n.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî QN+k = AT

N+kAN+k, ãäå âñå
ýëåìåíòû ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâó-

þùèõ äåéñòâèòåëüíûì ÷àñòÿì: q
(kk)
N+k = 4, q

(N,N)
N+k = 1, q

(kN)
N+k = 2, q

(Nk)
N+k = 2

è ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíèìûì ÷àñòÿì q
(N+k,N+k)
N+k = 4,

q
(2N,2N)
N+k = 1, q

(N+k,2N)
N+k = 2, q

(2N,N+k)
N+k = 2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöûQn+k, k = 1, . . . , n, îïðåäåëÿþò îãðàíè÷åíèÿ

4x2k + 4x2N+k + x2N + x22N + 4xkxN + 4xN+kx2N = 1, (13)

ãäå k = 1. . . . , n. Çàìåòèì, ÷òî ââèäó ëåììû 1, îãðàíè÷åíèÿ (13) âìåñòå
ñ îãðàíè÷åíèåì (12) äàþò

xkxℓ + xN+kxN+ℓ ∈ {0, 1} ïðè k = 1, . . . , n, ℓ = 1, . . . , n. (14)

×òîáû ïðåäñòàâòü ãðàô â òåðìèíàõ äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ,
äëÿ êàæäîãî ðåáðà er, r = 1, . . . ,m, ìû óñòàíàâëèâàåì ðàâíûìè 1 äâå äåé-
ñòâèòåëüíûå ÷àñòè êîìïîíåíò ñ èíäåêñàìè k(r) è ℓ(r) â âåêòîðå aN+n+r,
îñòàëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè Re(aN+n+r) ïîëàãàåì ðàâíûìè íóëþ,
êàê è âñå ìíèìûå ÷àñòè, ò. å. Im(aN+n+r) = (0, 0, . . . , 0)T . Òîãäà äëÿ
ëþáîãî r = 1, . . . ,m, ìàòðèöà AN+n+r ñîñòîèò èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ,

çà èñêëþ÷åíèåì a
(1,k(r))
N+n+r = a

(1,ℓ(r))
N+n+r = a

(2,N+k(r))
N+n+r = a

(2,N+ℓ(r))
N+n+r = 1. Ïîä-

ìíîæåñòâà CN+n+r ñíîâà ñîñòîÿò èç äâóõ ýëåìåíòîâ, íóëÿ è åäèíèöû:
αi = 0, βi = 1 äëÿ i = N + n + 1, . . . , N + n + m. Òîãäà äëÿ ëþáî-
ãî r = 1, . . . ,m, èìååì QN+n+r = AT

N+n+rAN+n+r, ãäå âñå ýëåìåíòû
ðàâíû íóëþ, çà èñêëþ÷åíèåì ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ äåé-

ñòâèòåëüíûì ÷àñòÿì q
(k(r),ℓ(r)
N+n+r = q

(ℓ(r),ℓ(r))
N+n+r = q

(k(r),ℓ(r)
N+n+r = q

(ℓ(r),k(r))
N+n+r = 1 è

÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíèìûì ÷àñòÿì

q
(N+k(r),N+k(r)
N+n+r = q

(N+ℓ(r),N+ℓ(r))
N+n+r = q

(N+k(r),N+ℓ(r))
N+n+r = q

(N+ℓ(r),N+k(r))
N+n+r = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöû QN+n+r, ãäå r = 1, . . . ,m, îïðåäåëÿþò îãðàíè-
÷åíèÿ

x2k(r)+x2N+k(r)+x2ℓ(r)+x2N+ℓ(r)+2xk(r)xℓ(r)+2xN+k(r)xN+ℓ(r) ∈ {0, 1}, (15)

ãäå r = 1. . . . ,m. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ âìåñòå ñ âûðàæåíèÿìè (14) ïî-
êàçûâààþò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû îäíî èç äâóõ ðàâåíñòâ:



Ñëîæíîñòü ñèíòåçà àíòåííîé ðåøåòêè 9Ñëîæíîñòü ñèíòåçà àíòåííîé ðåøåòêè 9Ñëîæíîñòü ñèíòåçà àíòåííîé ðåøåòêè 9

x2k(r) + x2N+k(r) = 0, x2ℓ(r) + x2N+ℓ(r) = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ òî-
ãî, ÷òîáû îáà êîíöà ðåáðà er íå ïðèíàäëåæàëè îäíîâðåìåííî ìíîæå-
ñòâó S.

Äëÿ ïîäñ÷åòà êîëè÷åñòâà èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ ñ åäèíè÷íîé àìïëè-
òóäîé âîçáóæäåíèÿ îïðåäåëèì âåêòîð aI , ãäå I = N + n+m+ 1

Re(aI) = (1, 1, . . . , 1, 0)T ,

Im(aI) = (0, 0, . . . , 0, 0)T .

ò.å.

AI =

(
1, . . . , 1, 0 0, . . . , 0, 0
0, . . . , 0, 0 1, . . . , 1, 0

)
è â QI = AT

I AI èìååì q
(kℓ)
I = q

(N+k,N+ℓ)
I = 1 äëÿ âñåõ k, ℓ îò 1 äî n,

îñòàëüíûå ýëåìåíòû â QI ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.
Îáîçíà÷èì M := {k : x2k + x2N+k = 1}. Òîãäà

xTQIx =
∑

k,ℓ∈M
(xkxℓ + xN+kxN+ℓ) = |M |2 (16)

â ñèëó ëåììû è îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà M .
Íàêîíåö ïîëîæèì αI = βI = K2, ò. å. ïîñëåäíåå îãðàíè÷åíèå â çàäà÷å

ñèíòåçà ÔÀÐ èìååò âèä
xTQIx = |K|2. (17)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ýòîò ýêçåìïëÿð ðàñïîçíàâàòåëüíîé äèñêðåò-
íîé çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ èìååò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, òî èç ðàâåíñòâà (16)
ñëåäóåò, ÷òî |M | = K, à ìíîæåñòâî âåðøèí S = {vi : i ∈ M} ÿâëÿåòñÿ
íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â ãðàôå G è èìååò ðàçìåð K. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, åñëè |S| = K â çàäà÷å Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî, òî ìîæíî ïîëîæèòü
xk = 1 äëÿ âñåõ k ⩽ n, òàêèõ ÷òî vk ∈ S, è äëÿ k = n + 1, à îñòàëü-
íûå êîìïîíåíòû âåêòîðà x óñòàíîâèòü ðàâíûìè íóëþ. Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî âñå îãðàíè÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýêçåìïëÿðà ðàñïîçíàâàòåëüíîé
äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ âûïîëíåíû.

Ñëåäîâàòåëüíî, èíäèâèäóàëüíàÿ çàäà÷à Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî

èìååò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò òîãäà è òîëüêî òîãîäà, êîãäà ïîñòðîåííûé
íàìè ïðèìåð èìååò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò, è ýòî ïîñòðîåíèå âûïîëíèìî
çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò
äèñêðåòíîé çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ � NP-ïîëíàÿ çàäà÷à. Áîëåå òîãî, ýòà
çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå, ïîñêîëüêó ÷èñëîâûå ïà-
ðàìåòðû ïîñòðîåííîãî ïðèìåðà ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíû îò ðàçìåðà
ãðàôà â èñõîäíîé çàäà÷å Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.
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2. Èíòåðâàëüíàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ôàç â ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé

àíòåííîé ðåøåòêå

Êàê ïðàâèëî, èçëó÷àòåëè ÔÀÐ ðàñïîëàãàþòñÿ íåêîòîðûì ðåãóëÿð-
íûì îáðàçîì ñ ôèêñèðîâàííûì øàãîì, íàïðèìåð, íà ëèíèè, â óçëàõ
ïðÿìîóãîëüíîé ðåøåòêè, â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà è ò.ï.
Îäíàêî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ è ïðîðåæåííûå

ÔÀÐ, â êîòîðûõ ÷àñòü ðåãóëÿðíûõ ïîçèöèé íå çàïîëíåíà. Ïóñòü äàëåå
r1, . . . , rN èç R3 îïèñûâàþò ðàñïîëîæåíèå ðåãóëÿðíûõ ïîçèöèé. Ïðîðå-
æåííûå ÔÀÐ, òàêèì îáðàçîì, èìåþò ìåíåå N èçëó÷àòåëåé, ÷òî âûãîä-
íî ñíèæàåò ñòîèìîñòü è âçàèìíîå âëèÿíèå ìåæäó ýëåìåíòàìè, íî òàêæå
íåâûãîäíî ïîâûøàåò èçëó÷àåìóþ ìîùíîñòü â íåæåëàåìûõ íàïðàâëåíèÿõ
(ñì., íàïðèìåð, [10], [19] �1.17). Ïðîðåæåííûå ÔÀÐ, â êîòîðûõ âñå ýëå-
ìåíòû èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü âîçáóæäåíèÿ, ìîãóò áûòü îñíîâàíû
íà ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè ýëåìåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [11], [12], ãë. 7)
èëè ñïåöèàëüíî âûáðàííîì ïîäìíîæåñòâå ðåãóëÿðíûõ ïîëîæåíèé èçëó-
÷àòåëåé, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíîñòíûõ ìíîæåñòâ [10,17].

Íåêîòîðîå ñíèæåíèå èçëó÷àåìîé ìîùíîñòè â íåæåëàåìûõ íàïðàâëå-
íèÿõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì ïîäà÷è íåðàâíûõ ïî àìïëèòóäå âîç-
áóæäåíèé íà ýëåìåíòû àíòåííû. Êàê îòìå÷åíî â [10], íåäîñòàòîê ýòîãî
ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óñèëåíèå ÔÀÐ áóäåò ìåíüøå, ÷åì ó ðå-
øåòêè, â êîòîðîé ïîëíàÿ ìîùíîñòü ïðèêëàäûâàåòñÿ êî âñåì ýëåìåíòàì,
÷òî òàêæå ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
â [18], � 3.2. Â ñâÿçè ñ ýòèì, â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ñèíòåçà ÔÀÐ, ãäå àìïëèòóäû âîçáóæäåíèÿ íå ïîäëåæàò îïòèìèçàöèè.

Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå ïîäìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ èç çàäàííîé ÔÀÐ,
ñîñòîÿùåé èç N èçëó÷àþùèõ ýëåìåíòîâ, è â íàçíà÷åíèè ôàç âîçáóæäå-
íèÿ âûáðàííûì ýëåìåíòàì òàê, ÷òîáû äëÿ âñåõ íàïðàâëåíèé i = 1, . . . , I,
ìîùíîñòü, èçëó÷àåìàÿ ðåøåòêîé â íàïðàâëåíèè i, ïðèíàäëåæàëà ñîîò-
âåòñòâóþùåìó èíòåðâàëüíîìó ïîäìíîæåñòâó Ci = [Li, Ui] ⊂ R. Áåç ïîòå-
ðè îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî àìïëèòóäà â êàæäîì ýëåìåíòå
ðàâíà 1. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ çàäà÷à ñèíòåçà ÔÀÐ íå áóäåò ïðîùå ñëå-
äóþùåé çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ (íàçîâåì åå ðàñïîçíàâàòåëüíûì
âàðèàíòîì çàäà÷è ñèíòåçà ÷àñòè÷íî çàïîëíåííîé ÔÀÐ): äàíî I öåëî-
÷èñëåííûõ 2×2N -ìàòðèö Ai, i = 1, . . . , I, è 2I öåëî÷èñëåííûõ çíà÷åíèé
Li, Ui, i = 1, . . . , I, ãäå Li ⩽ Ui, i = 1, . . . , I. Ñóùåñòâóåò ëè âåêòîð
x ∈ R2N , òàêîé, ÷òî

x2k + x2N+k ∈ {0, 1}, k = 1. . . . , N, (18)

xTAT
i Aix ∈ [Li, Ui], i = 1, . . . , I? (19)
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Óñëîâèå (18) çäåñü ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî èçëó÷àþùèé ýëåìåíò ñîçäàåòñÿ íà
ïîçèöèè k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x2k + x2N+k ∈ {0, 1}.

Çàìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ðàñïîçíàâàòåëüíîãî âàðèàíòà äèñêðåòíîé
çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ, ñôîðìóëèðîâàííàÿ çäåñü çàäà÷à òðåáóåò ÷òîáû èç-
ëó÷àåìàÿ ìîùíîñòü â êàæäîì íàïðàâëåíèè i, i = 1, . . . , I, ïðèíàäëåæàëà
íåïðåðûâíîìó èíòåðâàëó [Li, Ui], à íå äèñêðåòíîìó ìíîæåñòâó {αi, βi}.
Â ýòîì ñìûñëå ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò çàäà÷è ñèíòåçà ÷àñòè÷íî çà-
ïîëíåííîé ÔÀÐ èìååò áîëåå ðåàëèñòè÷íóþ ïîñòàíîâêó.

Òåîðåìà 2. Ðàñïîçíàâàòåëüíûé âàðèàíò çàäà÷è ñèíòåçà ÷àñòè÷íî

çàïîëíåííîé ÔÀÐ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, ñ òîé ðàçíè-
öåé ÷òî çäåñü ïðè ïîñòðîåíèè ñâîäèìîñòè íå òðåáóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (11),
ò. ê. îíè ñëåäóþò èç óñëîâèÿ (18), ñîäåðæàùåãîñÿ â ôîðìóëèðîâêå çàäà-
÷è. Àíàëîãè âñåõ ïðî÷èõ îãðàíè÷åíèé (12), (13), (15) è (17) îòëè÷àþò-
ñÿ ëèøü òåì, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè îíè ñîäåðæàò èíòåðâàëû [Li, Ui], ãäå
Li = αi, Ui = βi.

3. Çàêëþ÷åíèå

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýôôåêòèâíîé ñâîäèìîñòè èçâåñòíîé NP-ïîëíîé çà-
äà÷è Íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê äîïóñòèìîãî âîçáó-
æåíèÿ ÔÀÐ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷åé â ñëó÷àå,
êîãäà ïî êàæäîìó íàïðàâëåíèþ äîïóñêàåòñÿ îäíî èëè äâà çíà÷åíèÿ ìîù-
íîñòè èçëó÷åíèÿ (òåîðåìà 1). Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì
ñëó÷àåì ðàññìîòðåííîé â [4] çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ. Îäíàêî, áîëåå ðåàëè-
ñòè÷íîé ïîñòàíîâêîé ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïî êàæ-
äîìó íàïðàâëåíèþ çàäàí íåïðåðûâíûé èíòåðâàë äëÿ ìîùíîñòè èçëó-
÷åíèÿ (èíòåðâàëüíàÿ ïîñòàíîâêà). ×àñòíûé ñëó÷àé ýòîé çàäà÷è, êîãäà
äîïóñòèìûå èíòåðâàëû íà èçëó÷àåìóþ ìîùíîñòü ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
âåðõíèå ãðàíèöû, ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûì [8]. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëÿò óòî÷íèòü ãðàíèöó, ðàçäåëÿ-
þùóþ òðóäíîðåøàåìûå âàðèàíòû çàäà÷è ñèíòåçà ÔÀÐ îò ýôôåêòèâíî
ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ.

Â ðàáîòå òàêæå ðàññìîòðåíà ìîäèôèêàöèÿ èíòåðâàëüíîé ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷è, êîãäà â êàæäîé èçâåñòíîé ïîçèöèè ìîæíî óñòàíîâèòü èëè íå
óñòàíàâëèâàòü èçëó÷àþùèé ýëåìåíò, àìïëèòóäû âñåõ èçëó÷àòåëåé îäè-
íàêîâû, íî ôàçû èçëó÷àòåëåé òðåáóåòñÿ íàéòè. NP-òðóäíîñòü ïîèñêà äî-
ïóñòèìîãî ðåøåíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.
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ON COMPUTATIONAL COMPLEXITY OF

PHASED ANTENNA ARRAY SYNTHESIS

PROBLEM
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Abstract. The problem of phased antenna array synthesis is considered,
which consists of choosing phases and amplitudes for all radiating
elements when it is required that the resulting radiation pattern in each
direction under consideration belongs to a given set. It is established
that the search for an admissible solution is a strongly NP-hard problem
in the case when one or two radiation power values are allowed in each
direction under consideration. In addition, the NP-hardness of �nding
an admissible solution in the problem of synthesis of thinned antenna
array is proven in the case when radiation power should belong to a given
interval for each direction under consideration and excitation amplitudes
in all elements are identical. . Bibliogr. 18.
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