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Аннотация. Демонстрируется применение аппарата конструктив-
ного негладкого анализа на задаче минимизации выпуклой кусочно-
аффинной функции, заданной в виде суммы модулей от аффинных.
Для общего случая использовалось гиподифференциальное исчис-
ление, в скалярном — субдифференциальное. Из анализа крите-
рия оптимальности получено, что точку, доставляющую глобаль-
ный минимум, можно найти, решая соответствующую задачу ли-
нейного программирования. В скалярном же случае решением за-
дачи является взвешенная медиана узлов ломаной. Библиогр. 26.
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Введение

Пусть заданы вектора ak ∈ R
n и числа bk ∈ R, k ∈ 1 : s. Рассмотрим

задачу поиска безусловного минимума

s∑

k=1

|x⊤ak − bk| −→ min
x∈Rn

. (1)

К проблеме минимизации суммы модулей от аффинных функций сво-
дятся, например, такие прикладные задачи, как машинное обучение, ли-
нейный регрессионный анализ и обработка измерительной информации с
аномально большими ошибками (сбоями) [1–4], к которой метод наимень-
ших модулей менее чувствительный, чем метод наименьших квадратов
[1, 5–7]. К решению задачи минимизации выпуклой кусочно-аффинной
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функции может быть сведена проблема разрешимости интервальной си-
стемы линейных алгебраических уравнений (см. [8, 9]). Заметим, что и
задачи с линейными ограничениями (типа равенств и/или неравенств)
можно свести к задаче (1). Для этого надо воспользоваться аппаратом
точных штрафных функций (см. [10–12]).

В работе производится исследование экстремальной задачи (1) задей-
ствовав аппарат конструктивного негладкого анализа [13–17]. Так как
целевая функция выпуклая, то для общего случая используется гипо-
дифференциальное исчисление, для скалярного — субдифференциаль-
ное.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приводятся
вспомогательные сведения из негладкого анализа. В разделах 2–4 дана
формальная постановка задачи и ее решение в общем случае. Раздел 5
посвящен анализу скалярного случая.

1. Вспомогательные сведения

1.1. Элементы негладкого анализа. Приведем некоторые сведе-
ния из конструктивного негладкого анализа [15–17]. Начнем с основного
понятия, связывающего классический (гладкий) анализ с недифферен-
цируемой оптимизацией — производной по направлению.

Пусть функция f определена на открытом множестве U ⊂ R
n. Поло-

жим S = {g ∈ R
n | ‖g‖ = 1}.

Определение 1. Говорят, что функция f дифференцируема в точ-

ке x0 ∈ U по направлению g ∈ S, если существует конечный предел

f ′(x0, g) = lim
α→+0

f(x0 + αg) − f(x0)

α
.

Величина f ′(x0, g) называется производной функции f в точке x0 по

направлению g.

Определение 2. Говорят, что функция f , заданная и конечная на U ,
субдифференцируема в точке x0, если ее приращение допускает представ-
ление

f(x0 +∆)− f(x0) = max
v∈∂f(x0)

v⊤∆+ o(‖∆‖), (2)

где ∂f(x0) ⊂ R
n — выпуклый компакт, o(‖∆‖)

‖∆‖ −→ 0 при ∆ −→ 0, знак ⊤

обозначает транспонирование. Множество ∂f(x0) называется субдиффе-

ренциалом функции f в точке x0.
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Из (2) следует, что у субдифференцируемой в точке x0 функции f(x)
существуют производные по всем направлениям, и что справедлива фор-
мула

f ′(x0, g) = max
v∈∂f(x0)

v⊤g ∀g ∈ S.

Нетрудно убедиться, что для дифференцируемой в точке x0 функ-
ции f(x) субдифференциал ∂f(x0) состоит из одного элемента {f ′(x0)}.

Определение 3. Говорят, что функция f , заданная и конечная на U ,
гиподифференцируема в точке x ∈ U , если существует такой выпуклый
компакт df(x) ⊂ R× R

n, что справедливы разложение в точке x вида

f(x+∆) = f(x) + max
(α,v)∈df(x)

[
α+ v⊤∆

]
+ ox(∆),

и равенство

max
(α,v)∈df(x)

α = 0.

Здесь α ∈ R, v ∈ R
n, ox(γ∆)

γ
−→ 0 при γ −→ 0 для всех ∆ ∈ R

n.

Множество df(x) называется гиподифференциалом функции f в точ-
ке x. Элементы множества df(x) называются гипоградиентами.

Определение 4. Функция f называется непрерывно гиподифферен-

цируемой в точке x ∈ U , если она гиподифференцируема в каждой точке
некоторой окрестности Ux ⊂ U точки x, и существует гиподифферен-
циальное отображение Ux ∋ z 7−→ df(z) непрерывное по Хаусдорфу в
точке x.

Классы субдифференцируемых и гиподифференцируемых функций
совпадают. Более того, справедливо соотношение

∂f(x0) =
{
v ∈ R

n | ( 0v ) ∈ df(x0)
}
.

Но, в отличии от субдифференциала, непрерывные гиподифференциа-
лы наиболее интересны с практической точки зрения в конструирова-
нии численных методов оптимизации. В частности, последние обладают
непрерывным направлением спуска (подъема), аналогично градиентным
методам в гладком случае.

Приведем основные формулы исчисления непрерывно гиподифферен-
цируемых функций:

(1) Пусть функции f1 и f2 непрерывно гиподифференцируемы в точ-
ке x. Тогда сумма этих функций непрерывно гиподифференци-
руема в этой точке, при этом

d(f1 + f2)(x) = df1(x) + df2(x). (3)
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(2) Пусть функция f непрерывно гиподифференцируема в точке x.
Тогда при любом неотрицательном λ функция λf также непре-
рывно гиподифференцируема в этой точке, причем

d(λf)(x) = λ df(x). (4)

(3) Пусть функции fi(x), i ∈ 1 : s непрерывно гиподифференци-
руемы в точке x. Тогда функция f(x) = max

i∈1:s
fi(x) непрерывно

гиподифференцируема в этой точке. При этом гиподифферен-
циал df(x) описывается следующим образом:

df(x) = conv
{(fi(x)− f(x)

0n

)
+ dfi(x) | 1 6 i 6 s

}
. (5)

Здесь над гиподифференциалами определены операции сложения по

Минковскому и умножения на константу, а именно

W + V = {w + v | w ∈ W, v ∈ V } ,

λV = {λv | v ∈ V } ,

где W , V — выпуклые компакты в R
n, λ — вещественное число.

Таким образом, класс непрерывно гиподифференцируемых функций
довольно богат. Он содержит гладкие функции и замкнут относительно
операций сложения, умножения на положительную константу и взятия
поточечного максимума от непрерывно гиподифференцируемых функ-
ций. В частности, ему принадлежат выпуклые функции как гладкие,
так и негладкие.

Пример 1. Для произвольной непрерывно дифференцируемой на
всем пространстве функции f в качестве непрерывного гиподифферен-
циала можно взять

df(x) =

{(
0

f ′(x)

)}
.

Пример 2. Пусть заданы a ∈ R
n, b ∈ R. Найдем гиподифференциал

функции f(x) = |x⊤a−b|. Заметим, что функцию f(x) можно переписать
следующим образом

f(x) = max
{
x⊤a− b,−(x⊤a− b)

}
.

Тогда, используя формулу (5) и предыдущий пример, получим

df(x) = conv

{(
x⊤a− b− |x⊤a− b|

a

)
,

(
−(x⊤a− b)− |x⊤a− b|

−a

)}
.
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Теорема 1. Для того чтобы точка x∗ была точкой минимума функ-

ции f(x) на R
n, необходимо, а в случае выпуклости f и достаточно, чтобы

выполнялось неравенство

f ′(x∗, g) > 0 ∀g ∈ S. (6)

Точка x∗, для которой выполняется неравенство (6), называется ста-

ционарной точкой функции f(x) на R
n.

Теорема 2. Условие стационарности равносильно включению

0n+1 ∈ df(x∗).

Замечание 1. Субдифференциальное исчисление и условие миниму-
ма формально имеет такой же вид, что и для гиподифференцируемых
функций (см. (3)–(5)). Для этого в формулах необходимо заменить знак
d на ∂ и учесть, что для функции f(x) = max

i∈1:s
fi(x) субдифференциал

∂f(x0) вычисляется следующим образом:

∂f(x0) = conv
⋃

i∈I(x0)

∂fi(x0),

где I(x0) = {i ∈ 1 : s | fi(x0) = f(x0)}.

1.2. Кусочно-аффинная функция. В работе [18, п. 4.2], в частно-
сти, доказано утверждение, что непрерывная кусочно-аффинная функ-
ция представима в виде разности двух выпуклых кусочно-аффинных
функций. В работах [19–22] было показано, что любая кусочно-аффинная
функция допускает аналитическое представление в виде суммы максиму-
ма и минимума от конечных семейств аффинных функций. В статье [23],
используя аппарат кодифференциального исчисления, реализованы ал-
горитмы представления кусочно-аффинной функции в указанном выше
виде.

Покажем, что целевая функция задачи (1) является выпуклой кусо-
чно-аффинной функцией, а следовательно гиподифференцируемой. Для
начала напомним несколько свойств связанных с функцией максимума:

∣∣g(x)
∣∣ = max

{
−g(x), g(x)

}
, (7)

h(x) + max
k∈1:m

gk(x) = max
k∈1:m

{
h(x) + gk(x)

}
, (8)

∣∣g(x)
∣∣+

∣∣h(x)
∣∣ =

= max
{
− g(x) − h(x), g(x) − h(x),−g(x) + h(x), g(x) + h(x)

}
. (9)

Применяя необходимое число раз равенство (9), сумму модулей мож-
но представить в виде максимума от 2s аффинных функций. В общем
случае большинство функций под максимумом неактивные и их можно
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отбросить (см. [23, 24]). Например, в скалярном случае их количество
равно s+1. Выпуклость целевой функции следует из того, что поточеч-
ный максимум от выпуклых функций образует выпуклую функцию.

2. Задача

Используя аппарат гиподифференциального исчисления, исследовать
задачу поиска безусловного минимума

f(x) :=
s∑

j=1

|fj(x)| −→ min
x∈Rn

, (10)

где fj(x) = x⊤aj − bj , j ∈ 1 : s.
Как было ранее замечено, целевая функция f(x) — непрерывная вы-

пуклая кусочно-аффинная функция на всем пространстве R
n. Более то-

го, функция f(x) ограничена снизу нулем, а минимум в задаче (10) до-
стигается, в общем случае, не в единственной точке.

3. Гиподифференциал целевой функции

Гиподифференциал целевой функции складывается из гиподиффе-
ренциалов d|fj(x)|, j ∈ 1 : s. Используя результаты примера 2, имеем

d|fj(x)| = conv

{(
fj(x)− |fj(x)|

aj

)
,

(
−fj(x)− |fj(x)|

−aj

)}
.

Тогда искомый гиподифференциал функции f(x) принимает вид

df(x) =

s∑

j=1

d|fj(x)| =

s∑

j=1

conv

{(
fj(x)

aj

)
,

(
−fj(x)

−aj

)}
−

(
f(x)

0n

)
.

Запишем общий вид гипоградиента G из df(x). Заметим, что любой
элемент G из df(x) можно представить в виде

G =

s∑

j=1

Gj −

(
f(x)

0n

)
,

где Gj — соответствующие элементы из d|fj(x)|. Более того, имеем

Gj(λj) = λj

(
fj(x)

aj

)
+ (1− λj)

(
−fj(x)

−aj

)
= (2λj − 1)

(
fj(x)

aj

)
,

где λj ∈ [0, 1], j ∈ 1 : s.
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Положим µj = 2λj − 1, j ∈ 1 : s. Тогда получим общий вид гипогра-
диента G ∈ df(x):

G(µ1 . . . , µs) =




s∑
j=1

µjfj(x)− f(x)

s∑
j=1

µjaj


 , (11)

где µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s. Таким образом, гиподифференциал целевой
функции представим в виде

df(x) = conv
{
G(µ1 . . . , µs) | µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s

}
.

4. Критерий оптимальности

Обозначим

A = [a1, . . . , as], b = (b1, . . . , bs), µ =




µ1
...
µs


 .

Тогда (11) примет вид

G(µ) =

(
(x⊤A− b)µ − f(x)

Aµ

)
. (12)

Утверждение 1. Для того чтобы точка x∗ ∈ R
n доставляла глобаль-

ный минимум в задаче (10), необходимо и достаточно, чтобы нашелся

вектор µ∗ ∈ R
s такой, что





−bµ∗ = f(x∗),
Aµ∗ = 0n,

µ∗
j ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s.

(13)

Доказательство. В силу выпуклости целевой функции f(x), доста-
точно показать, что условие (13) равносильно включению (см. теорему 2)

0n+1 ∈ df(x∗). (14)

Действительно, используя общий вид гипоградиента (12), включе-
ние (14) означает, что найдется такой вектор µ∗ ∈ R

s с компонентами
µ∗
j ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s, для которого G(µ∗) = 0n+1, т. е.

{
(x⊤∗ A− b)µ∗ − f(x∗) = 0,
Aµ∗ = 0n .

Отсюда получаем систему (13), если упростить первое уравнение, вос-
пользовавшись вторым условием. Утверждение 1 доказано.
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Рассмотрим задачу линейного программирования

−bµ −→ max,

Aµ = 0n, (15)

µj ∈ [−1, 1], j ∈ 1 : s.

Она имеет решение, т. к. множество планов (точек, удовлетворяющих
ограничениям задачи) образует непустой выпуклый компакт. Обозначим
произвольное решение задачи (15) через µ̂.

Следствие 1. Множество решений задачи (10) совпадает с множе-

ством решений уравнения

s∑

j=1

|x⊤aj − bj| = −bµ̂. (16)

Утверждение 2. Пусть µ̂ — некоторое решение задачи (15). Все мно-

жество решений задачи (10) описывается следующей линейной системой




x⊤aj − bj 6 0 при j ∈ I−(µ̂),
x⊤aj − bj = 0 при j ∈ I0(µ̂),
x⊤aj − bj > 0 при j ∈ I+(µ̂).

(17)

Здесь I−(µ̂), I0(µ̂), I+(µ̂) — индексные множества, определяемые следу-

ющим образом:

I−(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j = −1} , I+(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j = 1} ,

I0(µ̂) = {j ∈ 1 : s | µ̂j ∈ (−1, 1)} .

Доказательство. Так как µ̂ — оптимальный план задачи (15), то

Aµ̂ = 0n .

Умножим обе части этой системы слева на x⊤ и прибавим к (16), получим
s∑

j=1

|x⊤aj − bj | = (x⊤A− b)µ̂.

Отсюда следует, что
s∑

j=1

|x⊤aj − bj | =

s∑

j=1

(x⊤aj − bj)µ̂,

поэтому 



x⊤aj − bj 6 0, если µ̂ = −1,
x⊤aj − bj = 0, если |µ̂| < 1,
x⊤aj − bj > 0, если µ̂ = 1.

Утверждение 2 доказано.
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Замечание 2. Чтобы найти (частное) решение x∗ задачи (10), можно
поступить так: последовательно решить две задачи линейного програм-
мирования, а именно, сперва задачу (15), а после — с нулевой целевой
функцией при ограничениях (17).

Замечание 3. В силу теории двойственности [25–27] решения задач
(15) и (10) тесно взаимосвязаны. Указанную связь используют совре-
менные методы решения задач линейного программирования, например,
двойственный симплекс метод, метод внутренней точки. Данные мето-
ды определяют одновременно решения прямой и двойственной задач, то
есть достаточно решить подобным методом только одну задачу (15) и на
выходе будет пара (µ̂, x∗), где x∗ — двойственные переменные, решение
исходной задачи (10).

5. Скалярный случай

Рассмотрим задачу минимизации непрерывной выпуклой ломаной (в
форме Бернштейна)

f(x) =

s∑

k=1

ak
∣∣x− tk

∣∣ −→ min
x∈R

, (18)

где ak > 0, k ∈ 1 : s, t1, . . . , ts — попарно различные узлы ломаной.
Применяя аппарат субдифференциального исчисления покажем, что

решением задачи (18) является взвешенная медиана. Заметим, что поиск
взвешенной медианы занимает линейное время [28]. Другой подход к
решению задачи (18) рассмотрен в работе [29].

Определение 5. ( [30, с. 255]) Пусть имеется конечный набор раз-
личных вещественных чисел b1, b2, . . . , bs, для которых заданы положи-
тельные веса w1, w2, . . . , ws. Взвешенной (нижней) медианой называется
элемент bℓ, удовлетворяющий неравенствам

∑

k : bk<bℓ

wk < 1
2A и

∑

k : bk>bℓ

wk 6 1
2A,

где A = w1 + w2 + . . .+ ws.

Упорядочим пары (tk, ak), k = 1 : s, по возрастанию первой компо-
ненты. Получим последовательность

(b1, w1), (b2, w2), . . . , (bs, ws),

где b1 < b2 < . . . < bs.
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Целевая функция f(x) состоит из s+1 звена, а угловые коэффициенты
её звеньев можно вычислить по следующим формулам:

p0 = −
s∑

i=1

wi, pℓ =
ℓ∑

j=1

wj −
s∑

i=ℓ+1

wi, ℓ = 1 : s− 1, ps =
s∑

j=1

wj .

Эти формулы можно переписать компактнее. Введем w0 = ws+1 = 0.
Тогда

pℓ =
ℓ∑

j=0

wj −
s+1∑

i=ℓ+1

wi, ℓ = 0 : s. (19)

Отметим, что точка минимума (если она не единственная, то крайняя
слева на вещественной оси) характеризуется изменением угла наклона
звена ломаной с отрицательного значения на неотрицательное, то есть
pj < 0, а pj+1 > 0. Если же угловой коэффициент звена ломаной из-
меняется с отрицательного на положительное значение, то глобальный
минимум единственный.

Обозначим через ℓ∗ ∈ 1 : s индекс взвешенной медианы для набора
точек b1, b2, . . . , bs с весами w1, w2, . . . , ws, т. е. bℓ∗ — взвешенная медиана
и для набора узлов t1, t2, . . . , ts с весами a1, a2, . . . , as.

Утверждение 3. Взвешенная медиана набора узлов t1, t2, . . . , ts с ве-

сами a1, a2, . . . , as доставляет глобальный минимум в задаче (18).

Доказательство. Для доказательства утверждения достаточно по-
казать, что на индексе ℓ∗ ∈ 1 : s (взвешенной медианы) выполняются
неравенства:

pℓ∗−1 =
ℓ∗−1∑

j=0

wj −
s+1∑

i=ℓ∗

wi < 0, (20)

pℓ∗ =
ℓ∗∑

j=0

wj −
s+1∑

i=ℓ∗+1

wi > 0. (21)

Вычислим субдифференциал целевой функции. Имеем

∂f(x) =
s∑

j=1

∂fj(x),

где

∂fj(x) =





{wj} , если x > bj ;
conv {−wj, wj} , если x = bj ;
{−wj} , если x < bj .
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Введем N−(x), N0(x), N+(x) — индексные множества, определяемые
следующим образом:

N+(x) = {j ∈ 1 : s | bj < x} , N−(x) = {j ∈ 1 : s | bj > x} ,

N0(x) = {j ∈ 1 : s | bj = x} .

Очевидно, что при наших предположениях |N−(x)|+|N+(x)|+|N0(x)| = s

и множество N0(x) либо пустое, либо одноэлементное.
Положим S =

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj . Тогда

∂f(x) =

{
{S}, если N0(x) = ∅;
{S}+ conv {−wk, wk} , если N0(x) = {k}.

(22)

Разберем подробно оба случая. Случай первый: N0(x) = ∅. Значит,
точка x не совпадает ни с одним из узлов ломаной, а тогда критерий
оптимальности 0 ∈ ∂f(x) будет выполнен, если S = 0, т. е.

∑

j∈N+(x)

wj =
∑

j∈N−(x)

wj . (23)

Определим индекс ℓ∗ ∈ N+, такой что

bℓ∗ = max
j∈N+(x)

bj .

Ясно, что тогда bℓ∗+1 = min
j∈N−(x)

bj . В итоге, в силу равенства (23), имеем

выполнение неравенств (20) и (21) только для точек x ∈ (bℓ∗ , bℓ∗+1). Это
означает, что каждая точка x из интервала (bℓ∗ , bℓ∗+1) является взвешен-
ной медианой, доставляющей глобальный минимум целевой функции.

Разберем второй случай. Пусть N0(x) = {k}. Тогда критерий опти-
мальности будет выполнен, если

0 ∈ conv {S − wk, S + wk} .

В силу положительности wj , j ∈ 1 : s, данное включение равносильно
одной из следующих систем:





∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj − wk < 0,

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj + wk > 0,
(24)

или 



∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj − wk 6 0,

∑
j∈N+(x)

wj −
∑

j∈N−(x)

wj + wk > 0.
(25)

Выражения в левых частях этих систем, есть ни что иное, как угловые
коэффициенты ломаной (см. (19)), которые в узле bk изменили знаки.
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Точнее, из (24) имеем, что взвешенная нижняя медиана bℓ∗ совпадает
с bk, а из (25) —

bℓ∗ =

{
bk, если S < wk;
bk−1, если S = wk.

Таким образом, глобальный минимум целевой функции достигается в
единственной точке bk, если |S| 6= wk. Иначе, на отрезке [bℓ∗ , bℓ∗+1], если
S +wk = 0 или на отрезке [bℓ∗−1, bℓ∗ ], если S − wk = 0.

Утверждение 3 доказано.

Следствие 2. Пусть t∗ — взвешенная медиана для набора точек

t1, t2, . . . , ts с весами a1, a2, . . . , as. Тогда угловой коэффициент звена ло-

маной располагающего справа от взвешенной медианы вычисляется по

формуле:

p∗ =
∑

k : tk6t∗

wk −
∑

k : tk>t∗

wk.

Если p∗ > 0, то t∗ — единственный глобальный минимум в задаче (18).
Если p∗ = 0, то глобальный минимум достигается на точках из отрез-

ка [t∗, t̂], где t̂ = min
tj>t∗

tj .
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